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Las sucesiones convergentes son de gran
ayuda cuando estudiamos espacios metricos,
pues todos los conceptos topologicos (como
continuidad, cerradura,...) pueden expresarse
mediante ellas.



Mientras que las sucesiones siguen siendo de
gran ayuda en ciertas clases de espacios
topologicos (como primero numerables, Frechet
0 secuenciales), en algunos espacios no

sirven para nada.



Por ejemplo en po toda sucesion convergente
es eventualmente constante. Es decir, las tinicas
sucesiones convergentes son las triviales. Sin
embargo, jeste espacio no es nada trivial!



Afortunadamente, generalizar 1a nocion de
convergencia para que sea util en cualquier
espacio topologico.



Definicion
Sea Yunespacioy a € X.

1. Decimos que U < X es una vecindad
de a sl a pertenece al interior de U.

2. N(a) es la coleccidon de vecindades

de a.

T




Tarea

Demostrar que N(a) es un filtro
en Y.



En lo que sigue, X siempre sera
un espacio topologico y / sera un
conjunto de indices.



Definicion (Convergencia)
Sea X un espacio, a € Xy (x,) _ sucesion

de X. Decimos que (x,) = — a Si:

e

Para todo U € N(a), existe n €

v

tal que si m > n, entonces x,, € U.



Definicion (Convergencia)

Sea X un espacio, a € Xy (x,) _ sucesion
de X. Decimos que (x,,) _ — a SI:

ne@

Para todo U € N(a) se tiene que

30 m(x,y € U).




Definicion

Sea X un espacio, a € X, I/ ultrafiltro
en/y(x;)._, < X. Decimos que (x;),_;
U{-converje a a ((x;).., —u a) SI:

Para todo U € N(a) se tiene que

Fi(x; € U).




Tarea

., Que significa la ultraconverjencia cuando
el ultrafiltro es principal?



Tarea

Sea X espacio Hausdorff, a,b € X,
A ultrafiltroen 7y (x;)._ , < X. SI

el —
(xi),., U-converje aay a b, entonces
a = Db.



Proposicion
SeaB € Xyae< X. Son equivalentes:

1. a € B.
2. Existe 7, U/ ultrafiltroen 7y (x;)_, = B

tal que (x;)_, —" a.



Proposicion
Sea B <€ Xyae< X Son equivalentes:

B.

M

1. a
2. Existe 7, U/ ultrafiltroen /7y (x;). , < B

el —

tal que (x;)_, —" a.

El que 2 implica 1 es trivial. Veamos que 1
implica 2.



Sea / = N(a). Para cada U < ] definimos
Fyu=4{Vel| V< U} Tenemos que
{Fy | Ue I} tiene la pif, ya que

Fuw =FuNEy.

J vVek




Sea /4 ultrafiltro que extienda a
[Fr; | UeI). Paracada U e |,
escojemos x;; € B U. Tal punto
existe ya que a < B.

B

A




Afirmamos que (xy),_, —" a. Para
esto, sea U € N(a). Necesitamos
que:

{Vel| xye U}esteenld



Vel | xye U}esteenld

Pero este conjunto contiene a
F € U (Recordemos que
Fy={Vel | VS U\yxye

)




Definicion (espacio compacto)

X es compacto si toda cublerta abierta
de X tiene una subcubierta finita.
Equivalentemente, tods familia de
cerrados con la propiedad de la
Interseccion finita tiene interseccion no

vacia.



Teorema
Son equivalentes:

1. X es compacto.

c X,

el —

2. Para todo 7, ¢/ ultrafiltroen 7'y (x;)

existe ¢ € Xtal que (x;)._, —" a.



1 2

Supongamos que X es compacto
pero tenemos (x;)._. que no //-converje

a ningun lado.




Para cada a € X, existe U, € N(a) tal
que P, ={iel | x; € U,} ¢ U. Por
compacidad, existe a,....a,, € X

tal que X = U,, U...UU,,.

De esta manera, / = P,, |...UP,,.
Como / es ultrafiltro, existe £ tal que
P, < U, que es una contradiccion.



2—>1

Sea (C una familia de cerrados con la
propiedad de la interseccion finita.
Sea/ = [C]|™". Paracadaa < C, sea

(a)y =4{s el | a € s} Encontremos
/4 un ultrafiltro en / tal que («) < I/ para
cada o (.



Dado s < /, escojemos x; « (][, (s€

oges

puede pues esta interseccion es no
vacia). Ahora sea a < X tal que
(xs)._, —" a. Afirmamos que a ﬂF .

asC



Supongamos que existe « tal que

a ¢ F,. SealU =X\ F,, que es
abierto de a. Tenemos que

{sel | x; e U} € U Pero (a)tambiéen
esta en //y es ajeno con este conjunto.




Evidentemente, no toda sucesion en [0,1]
es converjente. Sin embargo, jtoda sucesion
es ultraconvergente!



Tarea

Usar ultraconverjencia para demostrar 1o
siguiente:

1) Todo cerrado de un compacto es compacto.

2) Todo subespacio compacto de un espacio
Hausdorff es cerrado.



Teorema de Tychonoff

Producto de espacios compactos
€S compacto.



Sea {X; | j € J} una coleccion de espacios

compactos y X = | [ X;. Sea 7 un conjunto,
JjeJ

U ultrafiltroen 7y (x;),_, = X. Veamos que
tiene un punto de //-converjencia.



Nos fljlamos en las proyecciones a cada
X;. Es decir, para cada j < J vemos

(xi(7)),., = X;. Como X; es compacto

existe y; € X; tal que (x;(j)).., —" ;.



Seay = (y; )es €X Es facil ver




