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Ahora veremos una aplicacion de
ultrafiltros en Matematicas de las
votaciones y elecciones.

I The The Mathematics
Mathematics of Elections
of Voting and and Voting
Apportionment
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Es periodo electoral, tenemos C un conjunto
de candidatos y /7 un conjunto de votantes.
Los votantes ordenaran a los candidatos

de acuerdo a sus preferencias (los ordenan

de mejor a peor).



Despues de la votacion, se necesita una regla
para decidir que candidato fue el ganador,
que candidato quedo en segundo lugar...

Es muy importante que no aceptamos empates,
no es posible que dos 0 mas candidatos ocupen
el mismo lugar en la lista.



Candidatos:

Votantes:







. Como decidimos quién gano?



Un posible intento seria darle 2 puntos al
primer lugar, 1 punto al segundo y 0O al
tercero. Despues contamos los puntos.

Pero esto en general no funciona, ya que
puede haber empates.



Otro 1ntento seria 1ir comparando los
candidatos de dos en dos.

Pueden pasar cosas extranas...



Tenemos esta
eleccion.
Comparemos 1os
candidatos de
dos en dos.
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Una preferencia es una lista ordenada de los
candidatos (de mejor a peor).

Una eleccion es el evento en el que cada
votante elige una preferencia.

Una regla de eleccion es un método en el que
para cada eleccion, la regla le asigna una
preferencia (la lista ordenada de los ganadores).



Definicion

Sea I’y C conjuntos, con |C| = n € w.

1. P(C) es el conjunto de funciones
biyectivasde Can = {0,....,n—1}.

2. Alos elementos def()los llamamos

preferencias.

Notemos que sip € P(C), ¢,d € C entonces
p(c) < p(d) significa que ¢ es mejor que d.



3. Una eleccion es una funcion
E : V — P(C).
4. El conjunto de elecciones es
como P(C)".
5. Una regla de eleccion es una funcion

> : P(C) — P(C).



Detfinicidon

Seay : P(C)" — P(C) una regla de eleccion.
Decimos X es:

1. Unénime si paratoda £ € P(C)’, si
E(v) = p para todo v € 7, entonces

2(E) = p.



Detfinicion

Sea Y : P(C)" — P(C) una regla de eleccion.
Decimos X es:

1. Unénime si para toda £ € P(C)’, si
E(v) = p para todo v € IV, entonces
2(E) = p.

Es decir, s1 todos los votantes votaron 1gual,
el resultado es la preferencia comun.



2. Cumple alternativas irrelevantes si en una
eleccion, el resultado del orden entre dos
candidatos solo depende en como los votantes
comparan a esos dos candidatos y no como

se comparan con un tercero.



Unanimidad
El resultado de la

eleccion es:
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Alternativas Irelevantes

Tenemos dos elecciones

LR - -




F E

e ¥
& .. &
e

En ambas elecciones, cada votante clasifica
a_... ya{¥ delamisma manera.




Entonces debe pasar que si:

YE)NLD)< Y(ENS)
()Ll )< Z(F)(W)
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Escrito de manera mas formal:

>. cumple alternativas irrelevantes si.

Para todos ¢,d € C, y E, F elecciones, si para
todo v € I"se cumple que:

E(W)(c) < E(v)(d) siysolosi F(v)(c) < F(v)(d)
Entonces:

2(E)(c) < 2(E)(d) siysolosi X(F)(c) < Z(F)(d)



Definicion (regla justa)

Decimos que una regla es justa

s1 cumple unanimidad y alternativas
irrelevantes.



. Como encontrar reglas justas?



Veamos un ejemplo de una regla justa...
pero que no parece muy justa...



Definicion (Dictador)

Seav € V. Definimos 2, /a regla del dictador
v donde:

>+(E) = E(v) para toda eleccion £.



Definicion (Dictador)

Sea v € V. Definimos 2, /a regla del dictador
v donde:

>v(E) = E(v) para toda eleccion E.

Es decir, no importa como voten los demas
votantes, ¢l resultado siempre es la preferencia
de v.



Decimos que una regla > tiene dictador
slexiste v € I"'talque ~ = 2,



Tarea

Demostrar que toda regla que tenga
un dictador es justa.



. Como encontrar reglas justas
que no tengan dictadores?



Teorema de Imposibiliad de Arrow

SI 'y C son finitos y |C] > 3, entonces
toda regla de eleccion justa tiene un
dictador.



Tarea
La condicion de |C| > 3 es necesaria para
el teorema.

Demostrar que si |C| = 2, entonces existen
reglas de eleccion justas sin dictadores.

Hint: Considerar los casos:
1. |V] impar.
2. |V =2.

3. |[V] > 2y par.




El Teorema de Arrow tiene un dual mas
optimista:



Sea ( finito con |C| > 3.

Teorema de Imposibilidad de Arrow

Si I es finito, entonces todo proceso
de eleccion justo tiene un dictador.



Sea C finito con |C| > 3.

Teorema de Imposibilidad de Arrow

Si I es finito, entonces todo proceso
de eleccion justo tiene un dictador.

Teorema de Posibilidad de Galvin

Si I es Infinito, entonces existen procesos
de eleccion justos sin dictadores.



"Solo el infinito te hara libre"



Desde aqui, asumiremos siempre que C
es finitoy |C| > 3. Para I/, suponemos
que |J/| > 2 pero no asumimos si es finito
o infinito.



Definicion (regla localmente uniforme)

Sea 2 una regla de eleccion. X~ es localmente
unanime si para toda eleccion £ y candidatos
c,d € C, siparatodov e I:

E(v)(c) < E(v)(d)
Entonces:
2(E)(c) < 2(E)(d)



Definicion (regla localmente uniforme)

Sea 2 una regla de eleccion. > es localmente
unanime si para toda eleccion £ y candidatos
c,d € C, siparatodov e I:

E(v)(c) < E(v)(d)
Entonces:
2(E)(c) < 2(E)(d)

S1 todos los votantes prefieren a ¢ ante d,
entonces ¢ le gana a d.



Regla localmente unanime

S1 todos los votantes

prefieren a

ante m _ entonces

L(E)( L)

€S menor que

2(E) (1)




Lema
Toda regla justa es localmente unanime.



Sea 2> unaregla justa. Sea £ una elecciony ¢, d
candidatos tal que £(v)(¢) < E(v)(d) para cada
v € V. Sea p una preferencia tal que p(c¢) = 0

y p(d) = 1. Definamos F eleccion tal que

F(v) = p para todo v € V7. Tenemos que:

1. 2(F)(¢) =0y 2(F)(d) =1 (unanimidad).
2. En particular, 2(F)(c) < 2(F)(d).
3. Por alternativas irrelevantes aplicada a £

y F, se sigue que 2Z(E)(c) < Z(E)(d).




Definicion (candidato polémico)

Sea E eleccidon y ¢ € C. Decimos que ¢
es un candidato polémico en E, si para
todo v € V, se tiene que E(v) es el
mMinimo o0 el maximo.

Es decir, cada votante lo pone en primer o
en ultimo lugar.



Todo votante lo ama o lo odia.



Lema

Sea 2 regla justa, £ eleccionyc € C
polemico en £. Entonces >(E)(c¢) es el
minimo o el maximo (¢ quedo en primer
0 en ultimo lugar).



Supongamos que no. Asi, existen
candidatos a,b» € C tales que:

2(E)(a) < 2(E)(c) < 2(£)(D)



2(E)(a) < 2(E)(c) < 2(E£)(D)

Ahora definimos la eleccion 7 tal que para
todo votante v € 17 :

1. SIE(WV) =(c,...,), entonces F(v) = (¢,b,a,...).
2. SIE(v)=(...,c), entonces F(v) = (b,a,...,c).



1. SIE(W) = (c,...,), entonces F(v) = (¢,b,a,...).
2. SIE(v)=(...,c), entonces F(v) = (b,a,...,c).

Por unanimidad local, tenemos que:

2(F)(b) < 2(F)(a).



E'y F coinsiden en como comparanacy b
y a cVy a. Usando alternativas irrelevantes:

2(E)(c) < 2(E)(D) — 2(F)(c) < 2(F)(D).
2(E)(a) < 2(E)(c) — 2(F)(a) < 2(F)(c).

Por lo que X(F)(a) < 2(F)(b)



Demostramos que:

2(£)a) < 2(F)(b)

2(F)(b) < 2(F)(a).

Que es una contradiccion.




Definicion
Sea > unaregla, c,d € Cdistintosyv € I

Decimos que v es (¢,d)-decisivo (para ) si
para toda eleccion £, si £E(v)(c) < E(v)(d),
entonces X(E)(c) < Z(E)(d).

Es decir, en toda eleccion, si v prefiere a
¢ que a d, entonces c le ganara a d
(segun ).



Notemos que ser dictador es equivalente
a ser (¢,d)-decisivo paratodo ¢,d € C
distintos.



Teorema de Arrow para 2 votantes



En esta seccion asumiremos que /" solo
tiene dos elementos. Digamos 7 = {v,w}.
Recordemos que |C| > 3.

Tambien fijlemos 2~ una regla justa.
Veamos que tiene un dictador.



Como solo tenemos dos votantes,
tenemos que v es (¢, d)-decisivo (segun )
sl y solo si existe una eleccion £ tal que:

1. E(v)(c) < E(v)(d).
2. E(w)(d) < E(w)(c).
3. 2(c) < X(d).



1. E(v)(c) < E(v)(d).
2. Ew)(d) < E(w)(c).
3. 2(c) < Z(d).

Esto por que para otra eleccion que cumpla 1),

s1 tambien cumple 2) cumplira 3) por alternativas
irelevantes. S1no cumple 2), entonces 3)
tambi¢n se cumple por unanimidad.



eleccion que se ve ast:
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Proposicion

| - es (m/ ) decisiva, entonces
También es decisiva para:

(e =)

([t )

(Lo )

(y asi para cualquier otra combinacion)
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Veamos para (---- ¥ )

Usamos (... ¥ ) vy los resultados anteriores.




Teorema de Arrow para dos votantes

Si|V] =2y Cesfinito con |C| > 3,
entonces toda regla de eleccion justa
tiene un dictador.



Teorema de Arrow para dos votantes

Si|V] =2y Cesfinito con |C| > 3,
entonces toda regla de eleccion justa
tiene un dictador.

Sea 2. una regla justa, veamos que
tiene un dictador. Consideremos la
siguiente eleccion:



% < e é |
le gana a m entonces L&

le gana a =¢-2c entonces 94

es (@m )decisiva

es (X I..0)decisivo



Como sea, habra un decisivo y por lo anterior
sera el dictador.




