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Los filtros, 1deales y ultrafiltros son de los conceptos
mas usados y utiles en la combinatoria infinita.
Tambien son fundamentales en la topologia general
y teoria de modelos.



S1 estos temas les mteresan, pueden consultar el excelente
libro:

GRADUATE STUDIES
IN MATHEMATICS

Ultrafilters Throughout Mathematics

Ultrafilters Isaac Goldbring

Throughout
Mathematics

Isaac Goldbring




Los filtros son dispositivos 0 mecanismos disenados
para seleccionar, modificar o bloquear el paso de ciertos
elementos a través de ellos.

o~
FILTRACION
Papel de filtro - Particul t d
articulas atrapadas
v’ por el papel
de filtro

Liquido filtrado




Notacion

Sea X un conjunto.

Por P(X) denotamos el conjunto potencia de X.
Es decir, la coleccion de todos los subconjuntos
de X

Dado 4 < X, definimos A€ = X \ 4 (el complemento
de 4 en X).



Ahora daremos la definicion de filtro en un conjunto X.
Intuitivamente un filtro es una "medida" en los

subconjuntos de X. Un filtro nos dara una nocion de
cuando un subconjunto es grande, pequeno o mediano.



Ahora daremos la definicion de filtro en un conjunto X.
Intuitivamente un filtro induce una "medida" en los
subconjuntos de X. Un filtro nos dara una nocion de
cuando un subconjunto es grande, pequeno o mediano.

Un filtro es una coleccion de subconjuntos de X.
La idea es que piensen al filtro como una coleccion
de subconjuntos "grandotes" de X, segun

cierta nocion de tamano.



Definicion (filtro)

Sea X un conjunto. Decimos que F < P(X)
es un filtro en X si:



Definicion (filtro)

Sea X un conjunto. Decimos que F < P(X)
es un filtro en X si:

1. Xe Fy0 ¢ F.

El total es grande y €l vacio es pequeno



Definicion (filtro)

Sea X un conjunto. Decimos que F < P(X)
es un filtro en X si:

1. Xe Fy0 ¢ F.
2. SiA e FyA < B, entonces B € F.

S1 A es grande y B lo contiene, entonces B tambien
es grande.



Definicion (filtro)

Sea X un conjunto. Decimos que F < P(X)
es un filtro en X si:

1. Xe Fy0 ¢ F
2. Si4A e FyA < B, entonces B € F.
3. SiA.B e F, entonces A B € F.

Interseccion de dos conjuntos grandes es grande



Definicion (filtro)

Sea X un conjunto. Decimos que F < P(X)
es un filtro en X si:

1. Xe Fyb ¢ F.
2. Si4de FyA < B, entonces B € F.
3. SiA,B € F, entonces A B € F.






Sea F un filtro en X. Tenemos la siguiente clasificacion de
los subconjuntos de .Y :

1. F

La coleccion de los subconjuntos grandes.



Sea F un filtro en X. Tenemos la siguiente clasificacion de
los subconjuntos de .Y :

1. F
La coleccion de los subconjuntos grandes.
2. F*={4°| A€ F}

La coleccion de los subconjuntos pequenos.



Sea J un filtro en .X. Tenemos la siguiente clasificacion de
los subconjuntos de .Y :

1. F

La coleccion de los subconjuntos grandes.
2. F*={4°| A€ F}

La coleccion de los subconjuntos pequenos.
3. PX)\NFUF*

La coleccion de los subconjuntos medianos.



Los 1deales son duales a los filtros. Mientras un filtro
es una coleccion de subconjuntos grandes, los 1deales
son colecciones de conjuntos pequenos.



Definicion (Ideal)

Sea X un conjunto. 7 < P(X) es un ideal
sobre X si.

1. VelyX ¢ 1

El vacio es pequeno y ¢l total no



Definicion (Ideal)

Sea X un conjunto. 7 < P(X) es un ideal
sobre X si.

1. VelyX ¢ 1
2. SiAe]JyB < A4, entonces B € /.

S1.A es pequeno. y contiene a B, entonces B es pequeno



Definicion (Ideal)

Sea X un conjunto. 7 < P(X) es un ideal
sobre X si:

1. VelyX ¢ 1
2. SiAe]yB < A4, entonces B € /.
3. SiA,Be ], entonces 41 )B e /.

S1.A y B son pequenos, su union tambien lo es



Definicion (Ideal)

Sea X un conjunto. 7 < P(X) es un ideal
sobre X si.

1. VelyX ¢ 1
2. SiAe]JyB < A4, entonces B € /.
3. Si4,B< ], entonces 4B /.



Tarea

Sea F un filtro e 7 un ideal.

1. 7 ={4° | 4 € F} es un ideal.
Se le conoce como el ideal dual de F.

2. 1" ={4° | A € T} es un filtro.

Se le conoce como el filtro dual de X T

3. F* =FyI* =1



Definicion (Positivos para un filtro)

Sea F un filtro. Definimos // como la coleccion
de todos los 4 < X tales que A N F + () para
todo F € F.

Fr={4<X | VYFe FANF = 0))



Definicion (Positivos para un 1deal)

Sea / un ideal. Definimos:

1t = (1*)*



Tarea

Sea F un filtro e 7 un ideal.

1. F7 =PX) \ F*.
Es decir, /™ es la coleccion de los “no pequenos”.
2. 17 =PX)\ L
De nuevo, 7™ son los “ho peguenos”.
3. (I =TTy (F") = F .
4. F < F~.



Notacion

Denotamos el conjunto de los numeros naturales
comow = {0,1,2,3,4,... }.



Ejemplos de filtros e 1deales



Sea X un conjunto. Por fin(X) denotamos los
subconjuntos finitos de X. Si_X es infinito,
entonces fin(.X) es un ideal.

Escribiremos fin en vez de fin(w).



Si X es no humerable, la coleccion de los
subconjuntos a lo mas numerables de X
es un ideal.



El ideal sumable se define como:

4 — J 1 0\
e/



Dado » € o, definamos R, = [27,2"!). El

ideal de densidad cero se define como:

/ - AR,
Z={4 € o | lim,_, 2222l = 0}
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ED es el ideal en @ x ® que consiste de los

A < ®* que pueden cubrirse con una cantidad
finita de columnas y graficas de funciones

de o en w.
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Sea A = {(n,m) | m < nj}.
El ideal £, es la restriccion de £ a A.
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finxfin es el ideal en w x @ que consiste de los
A < w? que pueden cubrirse con una cantidad
finita de columnas y lo que este por debajo de
una funcion de o en w.

/
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Sea X un espacio topologicoy N < X. Decimos
que N es nunca denso siparatodo ) + U < X
ablertoexiste ¥ =+ < Utalque NN IV = 0.

U U




Sea X un espacio topologicoy N < X. Decimos
que N es nunca denso siparatodo ) + U < X
ablertoexiste ¥ + V< Utalque NN IV = 0.

Por nwd(X) denotamos los nunca densos
de X. Tenemos que nwd(X) es un ideal.



Tarea

1. Demostrar que los ejemplos anteriores son

Ideales.

2. Para cada ideal 7 de los ejemplos anteriores,

describir /7 e *.



Definicion (ultrafiltro)

Sea / un filtro en X. Decimos que // es ultrafiltro si:

Paracada 4 < X, setieneque 4 € /0 A € U.






Si F es filtro, no se puede que 4 € Fy A° € F.
Es decir, a lo mas pasa una de las siguientes:

Ae F A e F



Si 7 es filtro, no se puede que 4 € Fy A¢ € F.
Es decir, a lo mas pasa una de las siguientes:

Ae F A e F

En un ultrafiltro, pasa exactamente una
(para cada 4 < X).



Es decir, en toda particion de X en dos pedazos,
el ultrafiltro se escoje uno de los pedazos.



Para un ultrafiltro, s1 un conjunto no es grande,
entonces su complemento es grande.



larea

1. Demostrar que los filtros duales de
fin, ;’f%, Z, ED, EDgy, Yy finxfin
NO son ultrafiltros.

2. Sea X Hausdorff con mas de un punto.

Demostrar que nwd(X)" NO es ultrafiltro.



3. ¢Existe un conjunto X tal que fin(.Y)" es

ultrafiltro?



4. Sea X unconjuntoy!/ < P(X)con ¢ U tal que
para todos 49,4,,4>, < Xajenoscon X = A4, JA, A
existe un unico i < 3 tal que 4; € /. Demuestra que

/4 es ultrafiltro.

5. Si U/ es ultrafiltro, entonces I/ = U4™.



Teorema (Equivalencias de ultrafiltros)

Sea X un conjunto y // filtro en X. Son equivalentes:
1. U es ultrafiltro.

2. Paracada4 c X, sidecldiyA4=BlC,
entonces B c /o C e U
3. U es un filtro maximal: Si F es filtroen X'y

U < F, entonces i/ = F.



(Existen los ultrafiltros?



(Existen los ultrafiltros?

S1, por una razon muy aburrida...



Sea Y un conjuntoy a € X. Definimos:

U, =S5 X | ae S}

Es facil ver que este es un ultrafiltro.



) >

Para /{,, un conjunto es grande si y solo
sl tiene a a.



i Estos ultrafiltros no tienen nada de chiste!



Definicion (ultrafiltro no principal)

Sea // un ultrafiltro en .X. Decimos que I/ es
principal si existe a« € X talque U/ = U,.



Estamos interesados en los ultrafiltros no
principales, es decir, los que no son de
la forma i/,,.



Tarea

1. Sea !/ ultrafiltro. I/ es principal si y solo
si /4 tiene un conjunto finito.
2. Sl.X es un conjunto finito, entonces todo

ultrafiltro en X es principal.



(Existen los ultrafiltros
no principales?



(Existen los ultrafiltros
no principales?

S1... pero de una manera extrana



Teorema del Ideal Primo (Tarski, Ulam)

Todo filtro puede extenderse a un
ultrafiltro.



Teorema del Ideal Primo (Tarski, Ulam)

Sea X un conjunto y / un filtro en .X. Existe
A ultrafiltro en X tal que + < U



Idea de la demostracion

Sea / un filtro en X. Recordemos que los
ultrafiltros son los filtros maximales.

Sea /, = . Nos preguntamos:



5 es maximal?

S| es maximal, jya acabamos!



¢ Fo €S maximal?
S| es maximal, jya acabamos!

Supongamos gue no lo es. Asi existe
un filtro % tal que £ < . Entonces
nos preguntamos:



¢/ es maximal?

S| es maximal, jya acabamos!



¢ es maximal?
S| es maximal, jya acabamos!

Supongamos que no lo es. Asi existe
un filtro £ tal que &/ < £. Entonces
nos preguntamos:



¢ es maximal?

S| es maximal, jya acabamos!



¢J- es maximal?

S| es maximal, jya acabamos!

Supongamos gue no lo es. Asi existe
un filtro 5 tal que /%, < . Entonces
nos preguntamos:



Asi1 continuamos...



Si después de @ pasos no hemos
terminado, definimos:



Es facil ver que F, es un filtro (jTarea!).
Ahora, nos preguntamos:



¢ es maximal?

S| es maximal, jya acabamos!



¢ es maximal?

S| es maximal, jya acabamos!



De ser necesario, seguimos definiendo
F o1y Forzs T o3



Si en otros @ pasos ho hemos terminado,
definimos F,, = U F.

a<w2



Si aun no hemos terminado, definimos
"/E‘(02+1’ S ‘f(USO - :/C‘ 2 ,f

(U ’ L

o
"



Sin embargo, como los filtros van creciendo
en cada paso, este proceso no puede durar
toda la "eternidad", por lo que debe terminar
en algun momento (sin embargo, podria
necesitar una cantidad no numerable de

pasos).




[.a demostracion anterior necesita del
Axioma de Eleccion (AC). Hablaremos
de esto mas adelante.



Corolario

Sea X un conjunto infinito. Existe I/
ultrafiltro no principal sobre Y.



Demostracion

Sea F el filtro dual de fin(.X)", es decir, el
filtro de los cofinitos. Usando el Teorema
anterior, encontramos // ultrafiltro tal que
F < U. De esta forma, I/ no puede tener
conjuntos finitos, por lo que es no
principal.




Corolario

1) Los conjuntos finitos no tienen
ultrafiltros no principales.

2) Los conjuntos infinitos tienen
ultrafiltros principales.



[La demostracion anterior es extremadamente
no constructiva.

. Podemos ver un ejemplo concreto de un
ultrafiltro no principal?



[La demostracion anterior es extremadamente
no constructiva.

(Podemos ver un ejemplo concreto de un
ultrafiltro no principal?

No



Definicion (Pif)

Sea XY un conjuntoy & < P(X). Decimos que &
tiene la Propiedad de la Interseccion Finita (pif)
slparatodon € wy A4y,...,4, € S, se tiene que

AoNAi1N...N4, = 9.



LLema

Sea XY un conjuntoy & < P(X) con pif. Existe
F filtro en X tal que & < 7.



[.ema

Sea X un conjuntoy & < P(X) con pif. Existe
F filtro en X tal que & < F.

Demostracion

Primero cerramos a & bajo intersecciones finitas.
Despues cerramos bajo superconjuntos. Se
verifica que esto es un filtro (jTarea!).




Corolario

Sea X un conjuntoy & < P(X) con pif. Existe
A ultrafiltro en X tal que & < 4.



Tarea

( Que debe cumplir una familia para poderse
extender a un ultrafiltro no principal?



