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Consideremos una superficie M, compacta, orientable, sin frontera,
de género g > 0, y provista de una métrica riemanniana plana. Si
exigimos que dicha estructura plana esté definida en foda M, entonces,
por el teorema de Gaup-Bonnet, necesariamente g = 1. Para poder
" considerar géneros arbitrarios, supondremos que la estructura plana
estd dada sélo en M — T, pudiendo ser geodésicamente incompleta o
no estar definida en ¥ = {py,...,pn} C M. Ademds supondremos que
M — ¥ se descompone en unién de geodésicas ajenas, es decir, admite
una foliacidn por geodésicas F. Con estos ingredientes diremos que
tenemos una estructura plana singular.

F serd orientable si es posible definir un campo vectorial en M — X
tangente a las geodésicas de F, serd no orientable en otro caso; es-
cribiremos e(F) = +1 6 ¢(F) = —1 respectivamente. Para cada p; € &,

existe un indice de Poincaré-Hopf de F, —k;/2, donde k; € Z. Si F A

es orientable en un vecindad de p;, entonces k; es par, si no entonces
k; es impar. De esta manera obtenemos una coleccién de nidmeros,
k= (ki,... kne(F)) ki € Z — {O} e(F) €-{+1,—1}, asociados a
la estructura plana singular. h

Ejemplos. Consideramos R? = C con su métrica euclidiana usual, las
rectas paralelas al eje de las abscisas forman una foliacién orientable por
geodésicas. En la esfera de Riemann M = CU{p, }, tenemos una métrica
plana y una foliacién por geodésicas F, salvo en & = {p; }. El indice de
Poincaré-Hopf de F en p; es 2, entonces ky = —4, y k = (—4;+1).

Una familia rica de ejemplos son los campos vectoriales meromorfos

X = R(X)++v/—1$(X), en superficies de Riemann compactas. En coor- .
denadas locales z = z++/—1y, un tal campo tiene la forma f(z) a%’ con
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planas singulares y diferenciales cuadrdticas meromorfas, que son ten-
sores en superficies de Riemann con expresiones locales ¢(z)dz ® dz,
con ¢ meromorfa. '

Dada una coleccién de datos topolégicos k como arriba, nos interesa
saber cuéndo es posible encontrar una estructura plana singular cuya
foliacién por geodésicas F tenga la topologia preescrita por k.

Teorema. Sea k = (ky, ..., kn;€) donde k; € Z — {0}, y € € {+1, —~1}.
Existe una estructura plana singular en una superficie M de género
g >0, que realiza k 81y sélo si

1) S0 ki=4g—4;

2) ¢ = —1, cuando alguna k; sea z’nipar;

3) e=+1, cuando g =0, k; € 2Z para toda i;

4) € = —1, cuando k= (=2, ks, ..., kn;€), con k; € 27Z7% para 2 <
1 < n; '

5) k£ (4 1), (1,3 1), (~1, 1, 1), —1),

1) es el teorema de Poincaré-Hopf. 2) es el hecho de que no orien-
tabilidad local implica no orientabilidad global. 3) es un hecho general
para foliaciones en la esfera. 4) es una version geomeétrica del Teorema
del Residuo. 5) se deduce del Teorema de Riemann-Roch. El resultado
generaliza un teorema de [Masur,Smillie] y otro de [Mucifio-Raymundo],
éste ultimo sobre la realizacién de campos vectoriales meromorfos.
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