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Un método para encontrar las raices de un polinomio f : C — @, donde
C := CU {00}, es el sistema dindmico dado por la funcion de Newton:
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Se toma un punto 2y € C y aplicdndole la funcién Ny un nimero grande de
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Una interpretacion geométrica sencilla es como en la siguiente figura:
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Teorema 1. (Cayley) Dado un polinomio f de grado 2, con raices distintas,

N; es conjugado por una transformacion de Mobius M a z — 2%

Lo anterior se puede ilustrar con el diagrama siguiente:
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Luego, si f es un polinomio con raices distintas o y (3, la imagen bajo M de
la bisectriz entre a y 3 es el circulo unitario, por lo que a lo largo de esta
linea, N; tiene la dindmica de la funcién doblez, la cual es cadtica en S,

Dicho en otras palabras, Cayley demostré que hay esencialmente un compor-
tamiento dindmico de Ny para todos los polinomios {f} de grado 2.

1 Qué ocurre con los polinomios de grado mayor que 27



Con gran asombro se observa que el analisis del método de Newton se torna
mas complicado tan sélo al considerar el grado del polinomio igual (o mayor)
a 3.

El algoritmo siguiente describird cémo se comporta un polinomio en C.
Dado un polinomio f : @Z — @t de grado d,

1. Se localizan los puntos criticos de f, es decir, los puntos donde la deriva-
da se anula, denotados por {z1,...,2, 1} e {o0}.

2. Se calcula la imagen de los puntos criticos, {f(z1),..., f(zn-1)} e {o0}.

3. Se traza una curva lisa [' C @t que pase por la imagen de los puntos
criticos y que divida a C; en dos regiones, a una se le asigna el color
rojo y a la otra, amarillo.

4. Se colorea @Z con la siguiente regla:
a) z € C. es rojo si f(z) € C; es rojo.

b) z € C, es amarillo si f(z) € C; es amarillo.

Para f un polinomio de grado 2, el mosaico que se obtiene es como el
siguiente:




Teorema 2. Cada polinomio f da lugar a un mosaico en C con las siguientes
caracteristicas:

1. Si el grado de f es d, hay d regiones de color rojo y d regiones de color
amarillo.

2. Las esquinas de las regiones son los puntos criticos de f.

En general, dado un polinomio de grado d, el nimero de mosaicos distintos
al que da lugar esté en correspondencia con las particiones del nimero d — 1.

Para el caso de un polinomio f de grado tres, por medio de una transfor-
macién de Mobius, se puede lograr que sus puntos criticos estén sobre el eje
real; de manera que I' C C,; sea el meridiano correspondiente a dicho eje.

Lema. Sea f(z) : @z — ((Aft un polinomio de grado tres. Entonces la preima-
gen del eje real esta constituida por:

(1) Tres rectas, (cuando f(z) = A(z — 20)® o f(z) = 2% £ a3), las cuales se
intersecan en el cero de f'(z).

(11) Una recta y una hipérbola, (cuando f(z) tiene un cero doble o f(z)
tiene tres ceros simples), cuyos puntos de interseccién finitos son las
raices de f’(z).

Por lo tanto los mosaicos en C, se ven como:

regiones
leterminadas
fJor tres rectas
f en la esfera.

regiones del
caso (11) —




En el caso de un polinomio de grado 4, los mosaicos que se obtienen son:

«—— Este mosaico se obtiene
en el caso que f tenga un cero de
multiplicidad 4 o
cuando f’ tiene un tnico cero.

Este mosaico —
corresponde al caso en que
f' tiene dos ceros, uno
de ellos de multiplicidad 2.




Los mosaicos descritos son un reflejo discreto del objeto analitico f.

Sorprendentemente, Felix Klein utilizé estos mosaicos, como puede observarse
en sus notas personales, ahora conocidas como “Los protocolos de Klein”. En
la siguiente pagina se muestra una imagen de dichas notas.

Un reto para los que gusten de “pintar mosaicos’seria construir los co-
rrespondientes para funciones como e*; por ejemplo; o funciones racionales,
trigonomeétricas, etc.
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