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Un método para encontrar las ráıces de un polinomio f : Ĉ → Ĉ, donde
Ĉ := C ∪ {∞}, es el sistema dinámico dado por la función de Newton:

Nf (z) := z − f(z)

f ′(z)
. (1)

Se toma un punto z0 ∈ C y aplicándole la función Nf un número grande de

veces, el método espera que ĺım
n→∞

N
(n)
f (z0) sea una ráız de f .

Una interpretación geométrica sencilla es como en la siguiente figura:
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Teorema 1. (Cayley) Dado un polinomio f de grado 2, con ráıces distintas,
Nf es conjugado por una transformación de Möbius M a z 7→ z2.

Lo anterior se puede ilustrar con el diagrama siguiente:

Ĉ
Nf //

M

²²

Ĉ
Nf //

M

²²

· · · Nf // Ĉ

M

²²

· · ·

Ĉ z2
// Ĉ z2

// · · ·
z2

// Ĉ · · ·

Luego, si f es un polinomio con ráıces distintas α y β, la imagen bajo M de
la bisectriz entre α y β es el ćırculo unitario, por lo que a lo largo de esta
ĺınea, Nf tiene la dinámica de la función doblez, la cual es caótica en S1.

Dicho en otras palabras, Cayley demostró que hay esencialmente un compor-
tamiento dinámico de Nf para todos los polinomios {f} de grado 2.

¿Qué ocurre con los polinomios de grado mayor que 2?
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Con gran asombro se observa que el análisis del método de Newton se torna
más complicado tan sólo al considerar el grado del polinomio igual (o mayor)
a 3.

El algoritmo siguiente describirá cómo se comporta un polinomio en Ĉ.

Dado un polinomio f : Ĉz → Ĉt de grado d,

1. Se localizan los puntos cŕıticos de f , es decir, los puntos donde la deriva-
da se anula, denotados por {z1, . . . , zn−1} e {∞}.

2. Se calcula la imagen de los puntos cŕıticos, {f(z1), . . . , f(zn−1)} e {∞}.

3. Se traza una curva lisa Γ ⊂ Ĉt que pase por la imagen de los puntos
cŕıticos y que divida a Ĉt en dos regiones, a una se le asigna el color
rojo y a la otra, amarillo.

4. Se colorea Ĉz con la siguiente regla:

a) z ∈ Ĉz es rojo si f(z) ∈ Ĉt es rojo.

b) z ∈ Ĉz es amarillo si f(z) ∈ Ĉt es amarillo.

Para f un polinomio de grado 2, el mosaico que se obtiene es como el
siguiente:
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Teorema 2. Cada polinomio f da lugar a un mosaico en Ĉ con las siguientes
caracteŕısticas:

1. Si el grado de f es d, hay d regiones de color rojo y d regiones de color
amarillo.

2. Las esquinas de las regiones son los puntos cŕıticos de f .

En general, dado un polinomio de grado d, el número de mosaicos distintos
al que da lugar está en correspondencia con las particiones del número d− 1.

Para el caso de un polinomio f de grado tres, por medio de una transfor-
mación de Möbius, se puede lograr que sus puntos cŕıticos estén sobre el eje
real; de manera que Γ ⊂ Ĉt sea el meridiano correspondiente a dicho eje.

Lema. Sea f(z) : Ĉz → Ĉt un polinomio de grado tres. Entonces la preima-
gen del eje real está constituida por:

(i) Tres rectas, (cuando f(z) = λ(z − z0)
3 o f(z) = z3 ± a3

0), las cuales se
intersecan en el cero de f ′(z).

(ii) Una recta y una hipérbola, (cuando f(z) tiene un cero doble o f(z)
tiene tres ceros simples), cuyos puntos de intersección finitos son las
ráıces de f ′(z).

Por lo tanto los mosaicos en Ĉz se ven como:

←− caso (i),
regiones

determinadas
por tres rectas
en la esfera.

regiones del
caso (ii) −→
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En el caso de un polinomio de grado 4, los mosaicos que se obtienen son:

←− Este mosaico se obtiene
en el caso que f tenga un cero de

multiplicidad 4 o
cuando f ′ tiene un único cero.

Este mosaico −→
corresponde al caso en que

f ′ tiene dos ceros, uno
de ellos de multiplicidad 2.
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←− Este mosaico se da cuando
f ′ tiene 3 ceros simples.

Los mosaicos descritos son un reflejo discreto del objeto anaĺıtico f .

Sorprendentemente, Felix Klein utilizó estos mosaicos, como puede observarse
en sus notas personales, ahora conocidas como “Los protocolos de Klein”. En
la siguiente página se muestra una imagen de dichas notas.

Un reto para los que gusten de “pintar mosaicos”seŕıa construir los co-
rrespondientes para funciones como ez, por ejemplo; o funciones racionales,
trigonométricas, etc.
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