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Matemáticas, UNAM-Morelia

RESUMEN. Los números cuentan, los grupos miden la simetrı́a de un objeto. Nuestros objetos son
los espacio Rn y Cn. ¿Cómo son sus grupos de difeomorfismos polinomiales, i.e. sus simetrı́as polino-
miales? Los difeomorfismos de Rn (resp. Cn) son ingredientes primordiales en situaciones geométri-
cas elementales. Una dicotomı́a aparece; a veces los difeomorfismos son un lenguaje formal que nos
permite enunciar resultados, otras veces hallarlos explı́citamente resulta de máximo interés. Para
n ≥ 2, el grupo difeomorfismos polinomiales de Rn (resp. Cn) es enorme, es de “dimension infinita”.
Bosquejamos el problema abierto de la conjetura Jacobiana para esos grupos.

1. Isomorfismos
Entre otras cosas, las matemáticas construyen
modelos de las ciencias naturales y sociales, e
incluso (tautológicamente) modelos de objetos
emanados de ellas mismas. El ejemplo Nean-
derthal son los números naturalesN; ellos son
la herramienta elemental para cuantificar. Es
usual decir que:

Dos objetos matemáticos son esencialmente el
mismo cuando son iguales salvo isomorfismo.

Por ejemplo, hay distintas formas de escribir los
números naturalesN y sus operaciones; arábi-
ga, decimal, china, maya, binaria, etc. Todas
ellas determinan un solo objeto N, salvo iso-
morfismo.
A priori, el determinar la existencia de un iso-
morfismo entre dos objetos puede ser altamen-
te no trivial. En efecto, recordemos la tarea de
describir todas las parejas {p/q} ⊂ Q que deter-
minan un mismo número racional y seleccionar
un representante canónico en cada clase. Esta
tarea nos permite vislumbrar el lugar privile-
giado de los números primos en las matemáti-
cas.
Dados un objeto matemático O, la pregunta ¿de
cuántas maneras podemos escribirlo? da ori-
gen a la noción de automorfismo

a : O −→ O
de dicho objeto.
Evidentemente todos los automorfismos {a} de
un objeto O forman un grupo G bajo la compo-
sición.
El inverso es cierto; todo grupo abstracto G apa-
rece como el grupo de automorfismos de un ob-
jeto O. Por ejemplo ver V. I. Arnold [1].

Tenemos tres conceptos:

isomorfismo, automorfismo, grupo.

Recordando nuestros primeros cursos de
cálculo, consideramos una clase de diferencia-
bilidad r ∈ {1, 2, . . . ,∞} fija y dos abiertos U,V de
Rm. La amalgama de isomorfismo con diferen-
ciabilidad nos proporciona la siguiente:

Definición. Un difeomorfismo entre los abiertos
U y V, de clase Cr, es una aplicación

φ : U ⊆ Rm
−→ V ⊆ Rm

tal que
i) φ es biyección,
ii) φ es de clase Cr,
iii) φ−1 es también de clase Cr.

En este trabajo, los conceptos de difeomorfismo
y cambio de coordenadas son sinónimos.
Para U , V, un difeomorfismo φ es un isomor-
fismo diferenciable entre U y V.
Para U = V, un difeomorfismo φ es un automor-
fismo diferenciable de U.

2. Los difeomorfismos son
útiles.

2.1. Clasificación de curvas planas
salvo automorfismos afines.

Recordemos nuestro primer curso de geometrı́a
analı́tica. El grupo de difeomorfismos o cam-
bios de coordenadas lineales de Rn es

GL(m,R) = {L : Rm
−→ Rm

| lineal e invertible}.



Adicionalmente, el grupo de los difeomorfismos
afines tiene como elementos a las composicio-
nes de transformaciones lineales con transla-
ciones,

GL(m,R) o Rm = {φ : Rm
−→ Rm

| x 7−→ L(x) + b }.

Él es un producto semidirecto o del grupo ge-
neral lineal y el grupo de translaciones; no es
un grupo abeliano.
Por otra parte, una cónica en R2 es un conjunto
de la forma

{(x, y) | a1x2 + a2xy + a3y2 + a4x + a5y + a6 = 0,

(a1, a2, a3) , 0 } ⊂ R2.

La clasificación de cónicas salvo difeomorfis-
mos afines es el espacio cociente

cónicas en R2

GL(2,R) o R2 .

Dos cónicas están en la misma clase de equi-
valencia si existe una transformación afı́n que
lleva una en otra. Este espacio consiste de ocho
clases de equivalencia

un cı́rculo x2 + y2 = 1
una hipérbola x2

− y2 = 1
una parábola y − x2 = 0
dos rectas que se cruzan xy = 0
dos rectas paralelas x2

− 1 = 0
una recta doble x2 = 0
un punto x2 + y2 = 0
el vacı́o x2 + y2 = −1.

En palabras el resultado es; hay ocho cónicas
salvo difemorfismo afı́n, i.e. cada cónica puede
transformarse en una y solo una cónica de la
lista bajo un difeomorfismo afı́n φ adecuado.
Un problema muy interesante, cuyo estudio fue
iniciado I. Newton, es el caso de cúbicas.

¿Cuántas clases cúbicas en R2

GL(2,R)oR2 hay?

El lector queda invitado a buscar la respuesta
en la literatura.

2.2. Difeomorfismos entre abiertos
del plano.

Recordemos nuestro primer curso de topologı́a.
La figura 2 ilustra tres abiertos de R2 tales que
existen cambios de coordenadas φ : R2

−→ R2

entre ellos.
Los tres abiertos en la figura son difeomorfos,
i.e. existen difeomorfismos φ que transforman
uno a otro. Esta idea geométrica ha sido usada
para la clasificación de las formas de los seres
vivos. En ese estudio la diversidad de formas
geométricas, salvo difeomorfismo C1 es impor-
tante. Ver [18], [19].

φα φβ

Fig 1. Tres figuras en el plano R2 y difeomorfismos φα, φβ
entre ellas.

2.3. Solución de polinomios.
Recordemos nuestro primer curso de álgebra.
La aplicación de Vièta (de grado dos) envı́a dos
puntos z1, z2 en los coeficientes “b, c” del poli-
nomio mónico de grado dos que tiene a dichos
puntos como raı́ces. Esto es

(z1, z2) 7−→ z2
− (z1 + z2)z + z1z2 = z2 + bz + c

Ver figura 2.

z1

z2
b

c

b2 − 4cV2

Fig 2. La aplicación de Vièta envı́a raı́ces a coeficientes.

En el caso general, consideramos C[z]=n el espa-
cio de polinomios de una variable compleja con
grado exactamente n ≥ 2. La aplicación de Vièta
Vn envia un coeficiente lider cn y un conjunto
de n puntos sin orden y quizá con repeticiones
{z1, . . . , zn}, en los coeficientes del polinomio de
grado n con esos puntos como raı́ces y cn como
coeficiente lider. Esto es

C∗ × Cn
−→ C∗ × Cn

Sim(n)
Vn
−−→ Cn+1

\{cn = 0}
V
−1
n
←−−−

(cn, z1, . . . , zn) 7−→ (cn, [z1, . . . , zn]) 7−→ (cn, cn−1, . . . , c0)
= (cn,−cn(z1 + . . . + zn), . . . , (−1)nc0(z1 · · · zn))

= cn(z − z1) · · · (z − zn) = cnzn + . . . + (−1)nc0(z1 · · · zn).

Donde Sim(n) es el grupo de permutaciones de n
elementos y [] denota la clase salvo permutacio-
nes. Partiendo del coeficiente lider y las raı́ces
con orden

(cn, z1, . . . , zn)

obtenemos: el polinomio con raı́ces sin orden,

c(z − z1) · · · (z − zn) = cnzn + . . . + c1z + c0.



Es interesante preguntar, si los coeficientes de
un polinomio dependen diferenciablemente de
las raı́ces. Inversamente,
¿las raı́ces dependen diferenciablemente de los
coeficientes? (?)
El concepto de difeomorfismo es el lenguaje na-
tural para ambas cuestiones.
Teorema. 1. Para cada bola abierta U sufi-
cientemente pequeña tal que no intersecta los
conjuntos de repetición de raı́ces ∆ι j = {zι =
z j | para ι, j}, la aplicación

Vn : U ⊂ C ×
Cn

Sim(n)
−→ Vn(U) ⊂ Cn+1

\{cn = 0}

es un difeomorfismo (sobre su imagen) de clase
C∞.
2.V−1

n no existe como función en todo Cn+1
\{cn ,

0}, pero
V
−1
n :Vn(U) −→ U

es una función diferenciable.

La afirmación (2) responde a (?). Esto es, en do-
minios suficientemente pequeños Vn es difeo-
morfismo y sus puntos singulares (donde la di-
ferencial DVn es de rango menor o igual a n + 1)
provienen de ∆ι j. Conforme n crece, la geometrı́a
de Vn se torna más intrincada, ver [10].

2.4. Solución de ecuaciones dife-
renciales.

Recordemos el siguiente resultado de nues-
tro segundo curso de ecuaciones diferenciales,
podrı́amos llamarlo “el diccionario”.

Teorema. E. Picard. En Rm existe una corres-
pondencia biyectiva entre:
i) Campos vectoriales de clase C1

V : Rm
−→ TRm

(x1, . . . , xm) 7−→ V1(x1, . . . , xm) ∂
∂x1

+ . . .

+Vm(x1, . . . , xm) ∂
∂xm
.

ii) Sistemas de ecuaciones diferenciales ordina-
rias de clase C1

dx1

dt
= V1(x1, . . . , xm)
...

dxm

dt
= Vm(x1, . . . , xm).

iii) Flujos locales de clase C1

Φ : Ω ⊆
(
Rt ×Rm

)
−→ Rm(

t, (x1, . . . , xm)
)
7−→ Φ(t, (x1, . . . , xm)),

donde por definición

Φ(t, ) = Id en Rm y
Φ(t1, )◦Φ(t2, ) = Φ(t1+t2, ) cuando ambas com-
posiciones están bien definidas.
La correspondencia (i) ⇔ (ii) es simple nota-
ción. Mientras que (iii)⇒ (ii) sigue de definir

Φ
(
t, (x1, . . . , xm)

)
=


posición (x1t, . . . , xmt) después
de tiempo t de la trayectoria
solución de (ii) que a tiempo
t = 0 estaba en (x1, . . . , xm).

La parte difı́cil (ii)⇒ (iii) se conoce como la exis-
tencia y unicidad de soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias, ella puede enunciarse
como sigue.

Teorema. E. Picard. Si un campo vectorial V no
se anula en un punto (x1, . . . , xm), entonces existe
un difeomorfismo φ de clase C1 en una vecindad
U del punto, tal que transforma el campo vecto-
rial V en el nuevo campo vectorial

φ∗V = 1
∂
∂x1

+ 0
∂
∂x2

+ . . . + 0
∂
∂xm

sobre φ(U).

La hipótesis es simple; V de clase C1 en Rm y no
se anula en un punto. La conclusión es muy
fuerte; la existencia y unicidad de las trayecto-
rias solución.
La figura 3 muestra las soluciones de un campo
vectorial V en R2 y cuatro puntos; en la vecin-
dad de dos de ellos el teorema se aplica.

φβ

φα

Fig 3. Si un campo vectorial V no se anula ciertos puntos,
entonces sus soluciones en vecindades Uα de ellos y se ex-
presan mediante un difeomorfismos φα.

Es bien conocido que para campos vectoriales
polinomiales V en R2 de grado 1, la solución
(prevista por el teorema de Picard) es elemental
y explı́cita, presentándose casi una docena de
comportamientos cualitativos para sus trayec-
torias solución. Mientras que en R2, para V de
grado 2 no hay esperanza de hallar soluciones
explı́citas en lo general y se esperan alrededor
de 2500 comportamientos cualitativos.



2.5. ¿A qué se debe su utilidad?

Los difeomorfismos φ son útiles debido a que
transforman objetos y estructuras en U ⊆ Rm a
otros objetos y estructuras en φ(U) ⊆ Rm.
Consideremos un cambio de coordenadas

φ : U ⊆ Rm
−→ V ⊆ Rm

de clase Cr, ver figura 4, sucede que:
i) φ transforma puntos p de U en puntos φ(p) de
V.
ii) φ transforma funciones f : U −→ R en fun-
ciones f ◦ φ−1 : V −→ R.
iii) φ transforma trayectorias γ ⊂ U en trayecto-
rias φ ◦ γ ⊂ V.
iv) φ transforma vectores tangentes dγ

dt de U en
vectores tangentes d(φ◦γ)

dt de V.
v) φ transforma ecuaciones diferenciales en U
en ecuaciones diferenciales en V.
vi) φ transforma soluciones de una ecuación di-
ferencial en U en soluciones de la ecuación di-
ferencial respectiva en V.
...

Los puntos suspensivos nos sugieren que es-
ta idea de transformación puede aplicarse a
muchos otros objetos y estructuras en U, ver
Fig. 4. Dicho de manera tautológica, un cambio
de coordenadas φ: transforma un objeto ma-
temático O sobre U, en otro objeto φ∗O sobre V,
de manera fiel. Esta es una de las ideas de la
teorı́a de categorı́as, ver la introducción de [13].

a)

b)

c)

d)

γ

v

f

φ

φ∗

φ∗

φ∗

φ∗γ

φ∗v

φ∗f

Fig 4. Un difeomorfismo local φ transforma; a) puntos en
puntos, b) trayectorias en trayectorias, c) vectores tangen-
tes en vectores tangentes, d) funciones en funciones.

3. Una virtud y dos proble-
mas.

Una virtud. Consideramos una función
φ : W ⊆ Rm

−→ Rm

de clase C1. Si su diferencial Dφ es no nula en
un punto (x10, . . . , xm0) ∈W, entonces el teorema
de la función inversa nos dice que la inversa

φ−1 : φ(U) ⊂ Rm
−→ U ⊂ Rm

existe en una bola suficientemente pequeña
U ⊆ W, alrededor de (x10, . . . , xm0) y ella es fun-
ción de clase C1.
Dada φ.
Primer problema. ¿Cuál es el dominio máximo
Umax de tal forma que

φ : Umax ⊆ Rm
−→ φ(Umax) ⊆ Rm

sea un difeomorfismo?
Segundo problema. ¿Es posible determinar a
φ−1 de manera explı́cita?
Comentamos parcialmente lo que sucede en los
ejemplos.

La aplicación de Vièta Vn, vista con dominio
C∗ × Cn, es polinomial y por ello es C∞. Sin
embargo su inversa V−1

n solo esta definida en
abiertos pequeños. Para grados n = 2, 3, 4 sabe-
mos que V−1

n no es globalmente C1 pues apa-
recen radicales (el inolvidable

√

b2 − 4ac para el
caso n = 2). Más sorprendentemente, el famo-
so resultado de Abel y Galois nos dice que para
n ≥ 5, no existe una fórmula general con radi-
cales para V−1

n .

Dado un campo vectorial polinomial V definido
en todo Rm, las cajas de flujo φα que aparecen
en el teorema de Picard, en general tienen las
siguientes caracterı́sticas.
El dominio de φα es pequeño, pues geométrica-
mente una caja de flujo peina a las trayectorias
de V. Es claro topológicamente, que hay campos
V que no podemos peinar globalmente, como el
mostrado en la figura 3. Adicionalmente, una
caja de flujo φα casi nunca se puede determi-
nar explı́citamente, de hecho la prueba usual
construye a φα mediante un proceso infinito.

4. Aplicaciones polinomia-
les.

Buscando reducir las familias de difeomorfis-
mos para W ⊆ Rm, dos simplificaciones son na-
turales.
i) Hacemos el dominio W lo más amplio posible,
todo el espacio afı́n.
ii) Consideramos aplicaciones polinomiales
(explı́citas de calcular).



Consideremos K el campo real R o complejo C
y una aplicación polinomial

φ = (φ1, . . . , φm) : Km
z1...zm

−→ Km
w1...wm

.

Es posible definir sus derivadas parciales, ma-
triz Jacobiana DF y supondremos que det(Dφ) ,
0 en todo punto de Km.
Claramente, si φ : Rm

−→ Rm es un difeo-
morfismo polinomial, entonces necesariamen-
te det(Dφ) es no nulo para todo punto de Rm. La
misma afirmación en el caso de φ polinomial
complejo en Cm sigue análogamente, desple-
gando las correspondientes partes real e ima-
ginaria en R2m.
Nuestros objetos geométricos son Rm y Cm y sus
grupos de difeomorfismos polinomiales los de-
notamos

Aut(Rm) y Aut(Cm).

Por ejemplo, para Rm

el grupo de translaciones,
el grupo de isometrı́as,
el grupo general lineal,
el grupo afı́n
son subgrupos de Aut(Rm), ver [14].
El siguiente subgrupo muestra que Aut(Km) es
en efecto un grupo enorme, para m ≥ 2, ver [16].

Un movimiento de cartas de Km en la m–ésima
dirección es

φ : Km
−→ Km

(z1, . . . , zm) 7−→

(
z1, . . . , zm−1, zm + h(z1, . . . , zm−z)

)
donde h es polinomial, ver Fig. 5.
En efecto, para tal φ el sistema de ecuaciones
algebraicas

z1 = w1
...

zm−1 = wm−1
zm + h(z1, . . . , zm−1) = wm

puede despejarse, obteniéndose φ−1 polinomial
explı́citamente.

a)

b)

φ

φ

Fig 5. a) Un movimiento de cartas φ : R3
−→ R3 en la di-

rección vertical. b) Una composición φ j ◦ φi : R3
−→ R3 de

movimientos de cartas en distintas direcciones.

Observación. Los movimientos de cartas poli-
nomiales {φ} en la j–ésima dirección forman un
subgrupo de Aut(Km) la composición.
ii) Todos los movimientos de cartas polinomiales
{φ} en todas las direcciones j ∈ 1, . . . ,m forman
un subgrupo de Aut(Km) bajo la composición.

5. La conjetura Jacobiana.
Consideramos una aplicación polinomial

φ : Km
z1...zm

−→ Km
w1...wm

real o compleja. ¿Será difı́cil decidir si es un au-
tomorfismo, esto es si φ es invertible?

La conjetura Jacobiana. Si det(Dφ) , 0 en todo
Km

z1...zm
entonces la aplicación polinomial inversa

φ−1 : Km
w1...wm

−→ Km
z1...zm

existe.

Esta conjetura fue propuesta por O. H. Keller
en 1939, [11], ver también [17], [7]. La conjetu-
ra Jacobiana es falsa para aplicaciones polino-
miales en Rm, cuando permitimos que det(DF) :
Rm
−→ R sea un polinomio no nulo y no cons-

tante, i.e. que se anula en algunos puntos de
Rm pero no en todos.

Contra–ejemplo de S. Pinchuk [15]. La aplica-
ción polinomial φ : R2

−→ R2,

φ =
(
φ1(x, y), φ2(x, y)

)
=(

x6y4
− 4x5y3 + 3x4y3 + 6x4y2

− 7x3y2
− 4x3y

+ 3x2y2 + 5x2y + x2
− 3xy − x + y, 2xy − 57x2y2

+ 45x5y4
− 100x4y3 + 106x3y3 + 50x3y2 +

39
2

x4y4

+ 50xy2
−

167
4
− 16x5y5 + 25x7y6 + 10x6y5

− 5x3y4
− 45x9y8

− 60x8y7 + 60x7y7
− 54x6y6

+ 30x5y6
− 75x11y10 + 150x10y9

− 150x9y9

+
525

4
x8y8

− 75x7y8
)

cumple que det(Dφ) , 0 en todo punto de R2 y
sin embargo φ no es invertible.
Como consecuencia del contra–ejemplo:
Los difeomorfismos polinomiales de Cm con co-
eficientes reales forman un subgrupo propio de
los difeomorfismos polinomiales de Rm.
Sin embargo Aut(Cm) no es un subgrupo de
Aut(Rm), pues un automorfismo complejo no
siempre lleva Rm

⊂ Cm en el mismo.



La conjetura da origen a la siguiente pregunta:
¿Todo difeomorfismo polinomial de Km es com-
posición de un número finito de movimientos
de cartas?

6. ¿Por qué la conjetura Ja-
cobiana es difı́cil?

Invertir funciones polinomiales de una variable
es no trivial, en efecto:

Teorema. N. H. Abel – E. Galois. Existe un abier-
to D del espacio de polinomios, n ≥ 5, tal que si

P(z) = cnzn + cn−1zn−1 + . . . + c1z + c0 : Cz −→ Cw,

esta enD, entonces la función inversa z = P−1(w)
resulta imposible de expresar por radicales.

Esto es, para dimensión m ≥ 2, la conjetura Ja-
cobiana en Km es difı́cil ya que, ella afirma que
dado el sistema algebraico

φ1(z1, . . . , zm) = w1
...

φm(z1, . . . , zm) = wm

no necesariamente lineal, bajo la condición
det(Dφ) , 0, existe la aplicación inversa polino-
mial 

φ−1
1 (w1, . . . ,wm) = z1

...
φ−1

m (w1, . . . ,wm) = zm.

En lenguaje llano, decimos que el despeje de las
z1, . . . , zm existe.
Es posible mostrar que la Conjetura Jacobiana
puede enunciarse usando al menos las siguien-
tes teorı́as sobre Rn y Cm:
• Las ecuaciones diferenciales ordinarias, ver
[5], [6], [7].
• El álgebra, ver [3], [7], [8].
• La topologı́a de cubiertas y fibraciones, ver
[5], [6], [8].
• Las singularidades de curvas algebraicas, ver
[7], [8].
• La geometrı́a diferencial de métricas planas,
ver [5], [6].
Etc.
El estudio de automorfismos holomorfos, no
polinomiales de Cm es actualmente un campo
abierto, ver por ejemplo [16], [9], [12], [4].
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