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-@. Introduccidn

EY propdsito de estas notas es presentar al lector las técnicas nis
ysuales de variable compleja que se usan en el estudio de sistemas de ecua-

ciones ordinarias y ecuaciones en derivadas parciales.

. La primera y segunda seccidn discuten en cierto detalle el cdleulo de
variable compleja para funciones que toman valores en un espacio de dimensidn
finita y su aplicacidn a 1a solucidn de sistemas de ecuaciones COn~c6eficigg
tes variables y singularidades regulares. Se desarrolla la técnica para resol
ver-y estudiar alqunas ecuaciones con interés especial, entre ellos Ta de

Airy que se utiliza posteriormente.

ta tercera seccidn se utiliza para estudiar a la transformada de Laplace

para funciones con valores escalares y vectoriales. Lo principal aplicacidn
es el teorema espectral para matrices simétricas y su uso péra determinar la
estabilidad de sistemas lineales. En la segunda parte de esta seccibn se wti
liza 2 la transformada de Laplace para-é] estudio de Ta ecuacion de onda de
uno y tres-dimenéiones obteniéndose soluciones explicitas para é] probiema no

homogéneo.

Las secciones cuatro y cinco son las mds aplicadas. Se discute un mode
1o general de la teoria de pobiaciones y se hacen ver el uso y las 1imi£a-
ciones de las técnicas lineales expuésfas. En la seccion cuatro se estudian
con cierto detalle las ondas viajeras ﬁara el modelo de Fisher y la estabi-
lidad de las pob]acibnes‘de equi]ibri;. Finalmente en la Gltima seccibn se
estudian los efectos de no homogeneidad espacial en los pardmetros de una po

blacidn y se introduce el matode W.K. B que es utilizado para probar-1a ines



tabilidad de situaciones ecolbgicas de interds.

Las notas dan un breve panorama de las técnicas de variable compleja,
" de plano fase y asintGticas para atacar y resolver problemas de algin interés

en ciencias naturales.

ta bibliografia dista mucho de ser exhaustiva pero si es representati

va y el lector interesado encontrard mis referencias al recurrir a ella.

Por iltimo deseo agradecer al Dr. Enrique Antoniano Coordinador del
IV Coloquio del Departamento de Matemdticas del CINVESTAY la invitacidn a
escribir estas notas y a la Srita. Norma Cuéllar N. su excelente y ripida

labor de mecanografia.

Agosto, 1985.




1 Funciones Analiticas -

En este capxtu!o recordaremos algunas propxedades de las func1ones
ana]xtlcas de una variable compleja. Estudiaremos func1ones que ‘toman valo-
res tanto escalares como vectcrma]es, ya que;ambostmposserin de utilidad
eﬁ;nuestros estudios posteriores. Comenzareﬁé;‘pﬁeg coﬁ;a1§uhas definicio-
nes. ‘ ‘

" 1.1 Definiciones:
) q) Una funci6q f: Q- ¢ (dondg €,es»e¥ qappb_de Ios.com?1ej§5,y Q
un abierto de E)ise 11ama analitica en Q si pafa tpda z(e~9‘1§ derivada

(=g Hzhofa C(1.1)

h -

existe.

) b) Una funcibn con valores vectoriales f. Q-+ e", f ’(fl.n;.,f )
donde f1 son funciones analflcas, se 1Tama una funclan ana11t1ca con

va]ores vectoriaIes

“c) Una'fgncidn-k: Q- “nxn = {M|M es una matriz de nxn} definida
por,(A(z))ij =~aij(z) donde’ 1as aii(z) son funciones analiticas se 1lama

una funci6n analitica con valores matriciales.

, Debido'a que tanto en C" como en M Se pueden 1ntroduc1r normas
las def1n1c1ones b) y c) se pueden dar d1rectanento como_en (I 1) donde el

limite se ent1ende en el sentido de la novma. En el caso del espacto

M mammmaw@h&es"AH' Tﬂm'aﬂ

n*n , 1 es que Aes lama-
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triz con componentes aij"(E1 lector puede verificar que ]| || es en reali-
dad una norma). Usando 1a norma ||+ || puede definirse una funcién anaiftica

como aque]la'para la cual

lim A(z+h) - A(z) - .
hs0 h ' o - (1.2)

existe para toda z € @, donde el 1imite se toma de acuerdo a || || .

La demostracidn de que las definiciones (I.2) y c) son equivalentes
se deja como un ejercicio.

-

Las reglas algebraicas para calcular-derivadas de funciones con valo
res matriciales se prueban de manera andloga g los usadas para funciones es
colares. Por ejemplos: sean A y B dos funciones derivables con valores matri

ciales; la derivada del producto AB esta dada por:

18y (z) = 1 Alzh) Blath) - Az) B(2) _

Azrh)B(z+h) - A(z)8(z+h) + A(2)8(zth) -A(z)B(z)

- Vim

h>0 , h : J
Yim 3 Az#h) - A(z) §s<z) t i M2) is(m) - s(z)f;

o L 0 L
= A'{z) B(z) + A(i)’B'(z) , ’ L o (1.35 '

‘en analogfa con el caso -escalar. Queda como un ejercicio el probar {usando

1.3) que lo derivado de una matriz invertible U'l(z) estd dada.por (U'l(i))-=

= -y eyt




1.2 El Teorema de Cauchy.

E1 Teorema de Cauchy es uno de los resiltades centrales enbla teoria
de las funciones analfticas dé_hhé variab1e compleja. Un enunciado del teo-

rema de Cauchy suficiente para nuestro propégitoles:r‘

TEOREMA: Sea f: Q + € una funciGn analitica en Q. Sea I' una curva lisa sim-
ple cerrada es decir una curva _parametrizada ppr una funcibn
y:[a,b] » €, tal quey € c'[a,b] y Y'(t) # 0) contenida en Q. Entonces para

z en el interior de T se tiene:

b

1 {fe)de _ 1| flyle) y'(t) dt=f e
ol f '(Ezzg = ! ’%}—IJZ—L dt = £(z) (1.4)
' a. . o

iy

Para 1a demostracién detallada de (I.4) referimos a un texto de fun

. ciones de variable compleja. Nosotros nos limitaremos a estudiar algunas

consecuencias y usos de (I1.4).

De (I.4) se sigue (derivando bajo el signo de integraci6n) que la
funcibn f(z) tiene derivadas de todos los Grdenes en Q s .(nftese que Ta -

@inica hipStesis sobre f es la derivabilidad) dadas por

RO 'zn?ff:é;ﬁﬁﬂ e (I,s’)‘,

De la férmula (I.5) se deduce 1a desigualdad de Cauchy, es decir

L d ' e .
10 ()] < o ” firu ] i% 2:‘;_'“5” EI”
¢! P




donde R es el radio del circulo con centro en z que se utiliza como curva
T en (1.5). Esta desigualdad serd de importancia para nuestro estudio de
las ecuaciones diferenciales. El andlogo de la fﬁrﬂu1a (1.5) para funciones

que toman valores matriciales cuando se define

f A(z) dz
I" .
como
( [ A(z) dz)1J dzf I Aij(z) dz ,(1;6)
y r :
es

" A(2) =nl | AME) g
&z" 2ri {.(E,’-Z)Mi

Se deja_como ejercicio el cdlculo de

= I (-an1)lan vy ?}F{I A T-A

I‘,i I‘i

donde la matriz A es

1.
A'(l 1] .

*




1 es la matriz identica, y los contornos Iy = {z|]z] = 13,

r,= {z]|z-2 l¥1}, f3={z| [z]=3 } son curvas simples cerradas.

éQue partiéu]ar{dad tiqu el resultado de 1a integracibn para el con
torno r3? ObserQEAque A 'e; hna'matriz simétrica,l qud sugiere &ste hecho?
1.3 E1 Teorema de Ta‘yl'or

Como un corolario del Teorema de'Cauchy tenemos el teorema de
Taylor por medio del cual se puede representar a una funcidn analftica como

una serie de potencias..

1EpégmA:l Sea f: Q~+ E‘ una funcibn aha]ftica,ventonces
4 o by f(")' . n
f(z) -<n§0 2 (z9) (z-2j)

donde la corvergencia de la serie es absoluta y uniforme para todo. Z en

un disco con centro en z;, radio R contenido en Q.

ta demostrac1on se sxgue de1 Teorema de Cauchy En efecto de acuer-

do con la figura 1 tenemos para [z-zol <R

e+ ge| By

e}
;

(1.8)°

T




Fig. 1
Deformando T a un contorno circular ¢ de radio R' > R, tenemos que

- w (z-2,)" , : '
o1 . il - _ (1.9)

(1-
E-zy - n=0 (S—zo)

_donde 1a conVergencia en (1.9) es uniforme para |£] = R'.y_lz-zol < R. Suﬁ§

tituyendo (1:9) en (1.8) e intercambiando el orden de suma e integracitn .

(1o cual es permisible debido a 1a convergencia.uniforme en z y £) se tiepe:

—m 1 fg .'
f(2) -nzo 7 l zg%;i;h+l d€ ,(Z'ZO)g

=0

que es el resultado deseado. Ademds &ste argumento muestra que cuando f es
analitica en todo el plano finito 1a 'serie de Taylor converge para toda z

compleja.




Del teorema de Taylor se siguen varios resultados de importancia,

como el teorema de Liouville {cuya demostracidn queda como ejercicio).

. Nosotros probaremos el hecho de que una funcibn analitica queda de
terminada por los valores qde’toﬁa‘en un subcojunto del plano con un punto

de acumulacifn.

Con mas precisidn probaremos que dos funciones analfticas en Q f y
g que coinciden en un subconjunto A <Q con un punto de acumulacidn

coinciden para toda z € Q.
En efecto sean

© n © C
f= Z an(z‘zo) 2 g = Z .bn(z"zo)
n=0 n=0 ‘ )

'donde‘ zy esun punto de acumulacidn de A.?Como f y g son continuas se

tiene

lim
Z~>Zo

(f-g) {2) = 0= a, - by E
de donde.»ad = bO'_ Como ao‘= bO’ la funcibn

f-q / z-7,

también es continua en z=2, ¥ por €1 mimso- argumento 3 = 51¢ ,




10

Bmﬁma@mmﬁunmpnaﬁizmmﬂmqm'%=tﬁmﬁmlz

1o cual implica f = g para toda .z en Q.

" Como consecuencia de este resultado se puede probar que los ceros de
una funcibn analitica {Gue no es cero identicamente) no tienen punto de acu

mulacién en el plano z finito. La demostracibn queda como un ejercicio. -

1.4 Singularidades de una Funcién Analitica.

Sif es una funci&n'déi R en € todo punto z de _Q' en éT cual £
no es analitica se 1lama un punto singular de f. Para.cfefto fipd’dé giﬁgu-
Taridades es posible describir de una manera explicita el combortamiento de
f en 1as vecindades de la singularidad. El resuttado mds iﬁportante en este

sentido &1 teorema de Laurent que a continuaci6n demostramos. -

TEOREMA: Sea f uma funciGn analftica en el disco perforado 0<]z-zgl <R,

entonces para toda z en el anillo 0 <R< fz-zgl <R< R

@] e @)
- donde
3 27 | fl8) ez e

donde ¢ es.un.contorno contenido en el anillo. -

para demostrar (I;10)mconsidérense Tos coutornos CRA] -mostrados

en la figura 2. Uséndo el Teorema de Cauchy se tiene, para R1<lzfzol < RZ




11

=1 [flg)de, 1 f(g) de
f(z) = —_"'J £ -7, T Tz,

% )

2ni

Considérese ahora la integral a To largo de ¢

f'fgs)ds SRR 'f f(g)dg -
ci(E-zo)-(zfzo) i (z-2)(1 -5%0)

Z"Z0

- - .)‘" - . _, y-n-1 0
- [ ro 1 T w- ] [0 2™ g g™ (1)
! oo ¢ | |

La integral a 1o largo de c, se desarrolla de 1a misma manera que (I.8)

y se obtiene ‘

: f(g)-dg o , ; 3-n-1 RU C pro
| el .y [ #e) (62 ag (a2 (112)
Q g |

Finalmente combinando (I1.11) y (I.12) obtenemos

1) =1 A [0 (6™ dg (2"

=i [+
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que es el resuitado deseado.

gl Teorema de Laurent deﬁcribe el-compartamiento de una funcibn ana
litica en la vecindad de Ta singularidad. ’V v .

Cuando los términosien (z-zo)'"iAsén un numero fiﬁito, es decir el
menor exponente negativo es -M.se dice queyla funcién tiene un pole de or-
den Menz-= Z,- Cuando ia'serie de Laurept_én potencias negativas es in
finita s dice que la funcibn tiene upa“§ingular{dad esencial en z = z4-

Si z es un polo de orden M el coeficiente a - m se 1lama el resi-
duo en el polo. | | '

Una aplicacidn inmediata del teorema de Laurent es el cdlculo &e in
tegrales. : ‘ ;' | | -

En efecto consfdefese una fﬁncién f aﬁalftica en Q excéptb.por
un nﬁmefo finito de polos de orden'1, c91ocados én 19; puntos zjq En es;é

caso

I f(z)dz-
c . '*_\.
donde ¢ es un contorno que incluye a una o varias singﬂiaridadesmde< f

se puede expresar como

' n BRI & S
I f(z)dz = § f f(z)dz"

. J=1 _

c c5 .

donde Tos c; incluyen a una sola -singularidad. Por el teorema‘debLaureng
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tenemos
1 = = Vim -
[ fdz =y - Tin £(2) (2-2)
Cj 3
de donde
n =
[ f@rez=omi g 10 G2y) £,
¢ 3=1 77

Los resultados meﬁgidnados hasta ahora son vdlidos para funciones
con valores matriciales. En é#te caso los‘coeficientes de Ta Serie de Laurent
serdn matrices. Los detalles de 1as demostraciones se dejan a} Yector. En
particu]af es ilustrativo repetir el cdlculo del ejercicio del final de la
secciéh.(I.Z) hsando la tedria desarrollado hasta ahora. Notese.la forma

de los residuos en los polos.
1.5 Continuacidn Analitica

E1 concepto de continuacidn analitica es uno de los mds compticados

-de 1a teorfa. Lo inico que tocaremos en ésta~seccidn, y- de una manera muy bre
ve son algunas propiedades que serdn uti]izédas, mas adelante. -

Hasta el momento hemos considerado funciones que estdn definidas en
una regién Q que no es todo el plano complejo, o bien fdnciones‘cuya se-
rie de Taylor converge en todo el plano. Sin embargo el concepto de "fun-

cidn analitica" (1€ase como una sola palabra) es mucho mds amplio que el
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~ytilizado hasta ahora.

Para precisar las ideas considérese una funcibn anaiitica fgs defini
da en 2 Témese un punto- Zg en QO ‘y cons1derese el ‘disco A1 con centro en

Zg ¥ rad10 Rl con la prop1edad de gque parte de Al no esti conten1do en

Q. Para zen 44 definose -
= n) .
= f( n
il =1 S (7 (27)

1a funcidn fl(z) = fo(z) en Alrlgu pero f1 estd definidé-bara nuevos va
lores de z. Se dice que fl es una continuacién analitica inmediata de f,..
De la misma manera f1 'se puede prolongar por f2 ete: Se obtiene ast a

partir de 1a funciﬁn fo ybe1 dominio 9 una -coleccidn de funcionés fH ¥

~dominio Qn‘ La coleccidn de funciones fﬁ y dominios. Qh se-1lama la.

"funcidn analitica f". Las funciones f =y dominios q, se 1lamahblos‘eig;‘
mentos de 1a funcidn. f. E1 objeto "funcidn analitica” es'ﬁuy complicado en
general, de heche-la "funcibn-analitica” f puede tdmar muchos valores éh un
punto. ' ‘ ‘ ’ v__ ‘

Un punto z; Se 1lama un punto de ramificaﬁién péraliaif&ncién:ang

1itica -f cuando a1'br010ngar el elemento fo' a lo Targo de.una curva gue

encierra a z; se regresa al dominio @, ‘con un valor distinto del tomado

0

por fo €n 90.

Ejemplos de funciones anmaliticas multivalentes "vZ_ * obtenida, por

ejemplo, del eTemento r1/2 19/2

» =1z}, |8]=]arg z} < n/2 por conti
nuac16n analitica. -

En muchos casos de 1nteres soTo es necesario traba;ar con una parte
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de la funcién f y encontrar una region en la cual ésta resulte univaluada.
En cada caso particular hay que elegir los elementos aprepiades. Sin embargo
envvarias ap]icaciohes de importancia es esencial el tomar en cuenta la na-

turaleza multivaluada de ciertas funciones analiticas; alguhas de estas apli

caciones se discutiran al final de estas notas.

£n la mayoria de las aplicaciones se tienen funciones analiticas f
definidas explicitamente bara vé?ores de z en cierta regifn. y resuita de
interés el conocer expresiones mis o menos explicitas para la continuacidn
analjtica de estas funciones. En general el proceso descrito al princi-
pio de esta seccidn no tiene ninguna utilidad porque no proporciona una
“expresidn cerrada” para la contiﬁuaciﬁn analitica. No existe unavtécnica
general para obtener informacion sobre 1as continuacicnes analiticas de una

funcidn dada procediendose de manera distinta en cada ejemplo.

Consideraremos ahora varios ejemplos:

i) Sea f(z) = I e 2t 4t definida para Re z > 0.
-0 )

La funcién f(z) es analitica para Re z > 0. En este caso es inmediato

encontrar una continuacidn analitica a todo el plano ya que

0 Y4

de donde la funcion _l/z2 es la continuacidn analitica buscada.
. - z -t .
ii) Sea f(z) = I t" e - dt para Re z > -1.
0
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Demuestre que F{z} puede continuarse analit c«mente para Re z < -1 y des

criba las singularidades de dicha continuacidn analitica.
i1} Describa Tos puntos de ramificacién de la funcidn analitica
f(z) =tanh /s / /5.

. N - .
iv) Sea f{z) = [ —%é%l— dt para dmz # 0;

a

donde ¢{t)} es analitica en un abierto que contiene el sergmento a<t < b.
Demuestre que § se puede continuar analiticamente através de la recta.

a<t<b y que tanto los purto (a,0) y (b,0) son puntos de ramificacidn.

11 Ecuaciones diferenciales

En éste capitulo, a pesér de lo ambicioso deT»titulo, nos,Iimitaremos
al estud1o de un tipo espec1a1 de ecuaciones d1ferenc1a]es cuyas s6luciones
son funciones ana11t1cas Estudiaremos la ecuacidn 11nea1 de segundo.orden
con puntos singulares-que aparecen en aplicaciones. = *° Estas ecuac1cnes_
tienen por soluciones {de hecho sirven para definir)-a las. 1lamadas func1o
nes especiales de la fisica matemdtica. No se pretende dar una idea comple-
ta de esta gran cantidad de material, solamente se descr1b1r§n g]gunos as-
pectos del comportamiento de las soluciones. Se dardn algunb;_ejemplos'que

" serdn discutidos mds adelante en.el curso.

Una ecuacidn diferencial de segundo orden con un punto’ singular regu

lar en z = z4 es aguella que se puede escribir de la forma




17

(2-2g)? £ + (2-29) P(2) £ +Qz) £ =0 | ()

i

donde las funciones P(z) y Q{z) son analiticas en 240

E1 ejemplo mas simple de una ecuacién de la forma (II.1) es 1a ama
da ecuacién de Euler: o :
2

)2 f" fv(z_zo) f.j- ‘(! f: 0. » . (II.Z)

(z-zb

Las soluciones para (II.2) son

; rr o : r,
fl(z) = (Z'zo) ’ fz(z) = (Z‘zo)

donde r yr, son Tas raices de

r{r-1) -o? =0 .
Las funciones flvy fZ tienen, en general, un punto de ramificacidn para
z=24 Observese también que una de las soluciones es finita para z = z,
mientras que la otra no 1o es. En el caso a = 0 una de las soluciones es

= . . . .=!‘ "- .
fl(z) constante ‘y‘ fz(z) nlz 20).

La ecuacion de Euler es la ecuacién mds sencilla que se pueda tener,
sin embargo aproxima en la vecindad de z = zo‘la;eCUaCién mis general (I1.1).

Por éste motivo es razonable buscar una solucidn para (I1.1) de la forma -

- f(2) = (z’.zO)"f 8! +nzl an(z;zo)“} o '(_11.3)
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donde r ya, son pardmetros para determinarse. E1 exponente r  se sugiere

para tomar en cuenta la naturaleza multivaluada de f.

Substitucidn de (I11.3) en (11.1) nos da:
(i-z )W tr(r-1) +§ a_(r+m) (r+n-1) {z-z M+
0" : n=1 " -0
+ (z-zo)' P(z) {r + [ a (ren) (z-io)"} +
. n=1
+ (z-25)" Ql2) 1 L a (z-25)" + 1} = 0. | (11.4)
. n=
y substituyendo las funciones

P2 = 1 bylz-20)" . A2) =T o (z-zg)" )

“.en {11.4} obtenemos, despues de igualar potencias de (z-zo).“las're]aciones>

rc + (bo—l)r taq; = 0

a {(r+1)Z + (bg-1) (r+1) + qg} +vby +qy = 0

| S e ) slogl)(re2deag) + Uy + ) ¢
| * Ty tay=0 (1-8)
fin | . 2 ol o

a {{rn) %+ (by-1)(rem)+qg) tn Zl a -m{(rin-mb 4q } +

+rpg tq = 0.
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Las relaciones (II. 6) proveen, si es que se pueden resolver, relaciones de
recurrencia para los coeficientes Q Cuando los coef1cientes a, se de
terninan de tal forma que satisfagan (I1.6), la serie (I1.3) serd una soly
cion formal para (II.1). Para probar que (I1.3) provee una solucién para
(11.1) se debe probar que 1a serie es uniformemente convergente. Antes de

probar 1a convergencfa de (II.3) examinaremos las soluciones de (II.S).

.o -

La. ecuac1on para .r se llama 1a ecuaci o ind ial y.en general t1e
ne dos raices que reciben el nombre de exponentes de Ta 51ngu1ar1dad, e]?as
determinan el caracter multivalente de f. Al resolver la ecuacién indicial

se presentan varios casos:

i) Las raices son simples y no difieren por un entero. En este caso las

'relacionesi(II;G) se pueden resolver para las dos raices ryr, obtenien

dose asi dos soluciones formales.

ii) Las raices son simples perc difieren por un entero. En este caso las
relaciones se pueden resolver para la mayor.de las raices y solo se obtiene
una solucion formal.

iii) - La raiz es doble. Nuevamente solo se puede obtener una sola solucidn

formal.

En los casos (11) y (111) 1a segunda soluc1on se obtiene usando el

metodo de reduccion de orden que serd discutido al final de esta secc1on

Probaremos ahora que {II. 3) converge un1fonnemente efi una reg1on del

plano complejo. Con este fln es conveniente def1n1r Ta funcidn




] &

F(r) = r2+ (po’ 1) r+q°-

Supbngase -ademds que F_(rl) =0y F(r1+n) # 0. En este caso las relaciones
(11.6) se pueden resolver y para probar 1a convergencia de (I1.3) es necesa

rio estimar los coeficientes Qn'

Para estimar los coeficientes dn nécesitaremos cotas para los coe-
ficientes Ipn[,lqnl » F(ry + n). Los constantes |p | ¥ anl se acotan utili

zando 1a desigualdad de Cauchy en la forma

M M - o
fp,l one fa,l < o (11.7)
! 2

donde Rl es el radio de convergencia de la serie que representa a P y

R, el radio de aquella que representa a Q. Utilizando (I11.7) el nimero-

2
lrp, +4,] queda acotado por

M . . '
E N R )

“para acotar el nimero F(r *n) supongamos que Re(r;-rp=s) > 0, de.

donde’

Fry )™= 1o 4 [t + 2] 17 |
, ‘ (11.8)

i _ . = In(n +s)l'1 <1
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ytilizando (1I.8) tenemos:
| M
Mll = ["P1+qll £ ]F(r1+1)| L
por induccidn probaremos que
n .
R

En efecto

tg ] < IF(ry#n} |7 I 2 on- J”"‘]_P i+ !+ § lQn 3} (n-3) I +

+ [ryp ot | y

q 8=l .n-j- . § n-1 n-J J
<tlsa T M BT M By L B
' 1 R R g Rd R R"

n-- n n-1
<tfsalT (02 A Y (ngyy
R" R j=1

. . n
< (alsenl) o+ {olny B2
coml MW

~m R

que es el resultado deseado.

Usando 1a estimacidn para 10s coeficientes |Qn| y la prueba de Ta ,
razén, queda como ejercicio el probar que la serie (II 3) converge uniforme

mente para 0 < |z-z O! < %% , demostrando esto -que 1a so]uc1on formal (11.3)
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es una solucibn de (11.1),

Finalmente en los casos (i) y {ii) la segunda solucidn de 1a ecuacidn
se obtiene reduciendo el orden, es decir se busca una solucidn f2 de la

forma
fz =y f1 » {11.9)

donde f; es una solucién de (11.1). La substitucidn de (I11.9) en (II1.1) de

(11.9) en (II.1) da una ecucidn para n de la forma

 \;ﬂ (2)
i R A A R

T que es una ecuacidn integrable para u.

‘1\‘ La 1nformac1on sobre las soluc1ones obtenidas con el metodo hasta

ahora expuesto se 11m1ta a las vecindades de la singularidad, y ne da mas

que en ciertos casos part1cu1ares informacidn sobre las posibles contxnua

ciones analiticas de las soluciones y otras posibles singularidades. En

L muchos casos de interdés 1a técnica recién examinada provee informacidn sufi-
S ciente sobre las soluciones de interés. Sin embargo hay otras técnicas que
examinaremos en el dltimo capitulo que proveen informacidn adicional sobre

1as soluciones.

Queda como ejercicio examinar las soluciones en serie de las siguien
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tes ecuaciones:
i) 2% + 26' + (2v®)f = 0.  (Ecuacidn de Bessel de orden v)

para v # 0 encuentre dos soluciones linealmente independientes en la ve-
cindad de z = 0. - h
para v - 0 encuentre Tos primeros términos en el désarnolid‘dé,dos solu-
ciones linealmente independientes. - '

if) (l—zz)f" - 2zf!  %~v(;v+1) f=0 (Ecuacidn de Legendre)

Busque soluciones para (ii) en forma de series de potencias alrededor dé

z.= 0. Cual es la condicidn sobre v para que dichas solucienes- sean ana

iiticas en todo el plano? -

iii) La técnica hasta ahora desarrollada tiene anilogos para sistemas de
écuaciones. Un sistema de ecuaciones con un punto singular regular en z=0

es de 1a forma

¥ (2) = A(2) y(2)

donde 1a matriz A tiene un desarrollo de Laurent de la forma

A-

=1 ke d ie
A(Z)——i.— +A0+A + .

IZ

donde las matrices cuadradas Ai ‘son constantes. Propongo pafa y(z) una

solucidn de la forma




a

l(Z) = 2 x zr+n
n=Qg N

donde el pardmetro r 'y los Qectores ¥, ‘ son arbftrarios.'Ehcuéntre'ei
andlogo de 1a ecuacidn 1nd1c1a1 y escr1ba los dos primeros term1nos de las
relaciones de recurrencia. Discuta cuando 8stas se puedan reso]ver. Resul
ta interesante comparar los resultados ob;enidos para el caso especial de

un sistema de 2 x 2 con los resultados ericontrados para la ecuacidn de se-
gundo orden.
“iv) Resuelva la ecuacion.

2f+f=0.

El punto z= 0 no es una s1ngu1ar1dad regular de 1a ecuacion, ’

iQué singularidad tiene la solucidn para z = 0?
v) Encuentre dos soluciones para las ecuaciones

a) (z-1)% £ - 2(z-1) £ + 2 = 0. |
b) f +2f =0 ,. : B
y gruebe'que.son linealmente independientes.

vi). Considerese la écuacidn diferencial

'.‘.:‘/\ nz
~f"+(1""—2-)f=0.
r 4 .

iA que funciones se parecerdn las soluciones cuando 2] »= 2
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111  Transformada de Laplace

La Transfonnada de Laplace es un método muy poderoso para reso]ver
_ecuaciones diferenciales de varios tipos, tanto ordinarias como parciales.
£n éstas notas solo tomaremos a1gunas de sus pr0p1edades utilizadas con ma'
yor frecuencia y la utilizaremos para obtener soluciones a diversos prob]e
mas. La prjmera parte de éste cap1tulo se dedica a 1as propiedades genera-

les y 12 segunda a algunas aplicaciones.
1II.1 Propiedades Generales

Comenzarémos con la definicidn. La tranSfbrmada de Laptace F(s) de
una func16n f(t), continua por pedazos, tal que ]f(t)l M e® paké alguna

My ¢ > 0 estd definida por
. f(S) = [ f(t) e Stat para Re s > ¢ . (111.1)
B ) : : S v

7/

La funcifn definida por (II1.1) es amalftica para Re s > ¢ y‘estéfaéota-
da por M -En: genera] para Re s < ¢ hay S1ngu1ar1dades y f(s) puede

ser mu1t1va1ente.

La cuestidn central es si la transformacidn dada por (IIL.1) se pue-
de invertir y si_hay.una féfmula explicita para hacerlo. Deéde;luego se de
ben de imponer una serie de'restricciones sobre f y ;‘ péra que la
transfofmacién sea invertible. Héy una ]iteratu?a muy extensa sobre.e]
comportamiento de la transformada de Laplace, por esto el objetonde'éste‘
capitulo no es el de discutir 1as hipStesis técnicas més,jeneraTes bajo

1as cuales se pueden 1levar a cabo las operacicnes deseadas. Nos: Timitare




’mal justificando a posterxorl, de una manera directa en cada caso, Ta vali

26

remos a discutir algunos resultados particulares y ‘en Tos casos no cubier-
tos por dIChOS resu1tados usaremos (como es comin en todas 1as ap11caC1ones

de las matemétxcas) 1os metodos desarrol]ados de una manera. puramente for-\

dez de Tos resultados obtenidos.

Coménzamos pbr discutir algunaste 1as propiedades mﬁs'ﬁtiTés de 1a

i f es derivable con transformada de Lap]ace f(s) entOnces la

transformada 'de Laplace de f*, denotada por f'(s)_estﬁ‘dada por:

. ;.(5) = I°’e.st fr{t)dt = § }(;)‘f f(o): Re s }uﬁf : _(111.2)
0

donde (111.2) se obtuvo integrando por partes. Llas transformadas de 1las
derivadas de orden superior se calculan de una'hanerajanélogé.y el cdlculo

se deja como un ejercicio.

vUna.OPeraciGn'impor;ante~es Ta convolucidn.de dos funcionés f y:g '

dada por f * g definida como

(£ * Q1) = [0 (oo g, a3

'La transformada de Laplace de f * g se pugde_obtenér en térmihos,de

. y a ~usando (111.1). En efecto:
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- « t
(f*g) (s) = fo St !o flt-1) go{x)d dt =

= ]: [: e St f(t-1) a(x) dt dt= .I: g(r)dt>f:;'s#f(t-r)dt =

= F(s) - gls).

Este resultado nos permitird resolver cierto tipo especial de ecuaciones in-
tegrales. :
Se deja como un ejercicio el mostrar que no hay ninguna func1on de tipo expo

nencial & con 1a propiedad de que
f * 5 .—.f

para toda f.

La férmula de inversidn para 1avtran5fbrmada_de Laplace s& prueba
a partir de la formula correspondiente para la transformada de Fourier. La
transformada de Fourier se discutird con detalle en 1a s1gu1en1eﬂparte de
este curso de suerte tal que nosotros nos Yimitaremos a enunciar una Vers10n

del teorema de Fourier adecuada para nuestro propds1to.

TEOREMA: Sea f una funcién continua y absolutamente integrable~en
c®< X<, con 1a propiedad de'que el intervalo -= < x< ® se puede divi-
dir en un nimero finito de intervalos donde f es monStona. Entonces la

transformada de Fourier g(k) definida por
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““
\
|

(k) = [ T TR g(y)ax e

-0
existe; Ademas 1a funcibn original * f(k) se recupera en-término de la funci-
6n ;(k) con 1a férmula B
T L R S |
ORI [ o™ f ae. (1)
K '
Usando el teorema arriba enunciadopodemos probar la f6rmula de inver

si6n para Ta transformada de Laplace.

3I@“ InversxGn de 1a transformada de Laplace: Supongamos que para

Re.s > a f(s) es la transformada de Laplace de una funC16n f(t) que satis

face Iés condiciones del teorema de Fourier. Entonces 1a fénnula

cHil -

i I £(t)= E%T 1:ﬂ' ?(s) eStds, c>a (111.6)

ey o c-iL

expresa a f(t) en términos de f(s).

Para demostrar (III 6) cons1derese la func16n aux1I1ar e Ctf(t) la

cual sat1sface las h1p6tesxs del teorema de Fourier. Entonces’ usando (III 4}

y (111.5) con 1a func1ﬁn e C f(t) obtenemos




e tg(t) = KN £n) &N g e'FE

QI:
K
=
[; ]

. L
. L lim ikt -{ctik)n
—2-? Lo dk e Ee f(n) dn

de donde

. L ) @ .> .
HORE I elcikt dk[e“”"‘)“ ) dn

-h o )
. cH L

=‘?%T 112 I ) St f(s) ds.
de-il

que es el resultado deseado. : . -

En virtud de la férmula (I1II.6) la inversién de la transfufmada de
Laplace se puede 1levar a cabo utilizando el clculo de residuos. Ilustra
remos la tecn1ca para_ invertir la transformada usando un eJenplo espec1a1

que serd de utilidad mds adelante.

Considerese 1a funcifn f(t) =t°, -1 <a <0 cuya transfbrmada :
estd dada por
Ty [T est,, 1 “a. -t _ Mat+l)
f(s)~[ot e dt—;mjot e dt =~

Donde 1a funcidn multivaluada (s"“’l);l se tom6 como real para s> 0y li-

bre de singularidades en el semiplano Re s > 0.
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La transformada inveréa.dé s‘(ffl) I'(a+1) estd dada por

c+im . s .
?}ﬁ, ___%%c_«‘_l_)__ ds, Res=c>0 (111.7)
c-ie= - .-

Para ca‘lcular (111.3) conS1dereSe la rama de '(aﬂ) definida por

e ‘(“+1) "“_Z donde |arg z|< 7 y completese el contorno de (III.7) tal co

mo se indica en la figura.

N . Ly

-~

t
E1 contorne L {formado por Tos’ segmentos’ Lo',Ll‘,l.'2 -y los semicirculos
PR de radio R y'el cfreulo ¢, de radio p) encierra una regién en

la cua‘l z (‘_" 1) es una funcidn analftica, de donde

I st - oL
———,,-f ds = (111.8)

Es facﬂ probar. » queda como urr EJeY'CIC‘IO para e% lector, que cuando

los contornos L, y l.z se aleJan del eJe rea] parale‘los a el y Tos. ra-




k)|

dios Ry p tienden a infinito y a cero respectivamente las contribuciones

a (111.8) a lo largo de estos contornos son cero. De donde

+] @ ) 0 -0
r(a+1) et ds = r%u+1) et idf + et ax
Lo : 1 -3
T ol . 2mi (-x)“+1 e (_x)aiip ina

c-leo -® 0

. T{atl) sen (-ma) ° Xt yletl) o < Mot1)T(-a)
T s

sén‘(-na) t®

0

y usando la identidad T{a+1) I(-a)=n recobramos la funcidn origi-

‘ sen(-ma
nal f(t).

Este ejemplo muestra la técniéa generél para invertir transformadas
de Laplace. La idea es deformar el contorno'dg inversidn en contornos alre-
dedor de los cortes ramales y dnvsemicirculo cuya contribucién. es=nula.
Cuando ademds de cortes ramales hay polos se toman también en: cuenta los

residuos correspondientes,
Se deja como un éjercicip el cdlculo de 1a transformada’y de su in-
versa de las funciones

i) f(t)= &, a>o

i) f(t) = cos Bt

iii) f(t) = 1
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T jv) f(t).=_sen hat

at

v) Considerese una funcidn.f tal que [F(t)|<M e” para alguna My a >0.

Supongase que los nameros
o

b, = Lf(t) t"at

son conocidos. ES poéiblé recuperar f en términos de los niimeros bn?'Si es

asi de una "féfmuTa explicita". Sugestién: Considere 12 transfonméﬁaade'_

Laplace de f desarrollada en serie de Taylor alrededof-de”s =0. -

111.2 _Ahi?ggbiones de la transformada de Lap1a§e. J

i) Aplicacidn a sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficien

tes constantes. | S -
En esta‘secciéh examinaremos algunos de los conceptos estudiadoé_ed

otras partes de este curso utilizando la Transfofmada,de.Lap1ace.

» Consideresével;sistema de ecuaciones
Yy =ayt) . y@=y, (111.9)

donde A es una matriz constante. Definiendo 1a transformada de Laplace pa

ra una funcidn con valores vectoriales componente o componente, es decir,

gils)=( fx(t)efs"dt)i. = def I yy(t) Stat
| | 0

es ficil checar que las derivadas transforman de la misma manera que en

el caso escalar. -De donde 12 transformada ‘de (IiI;Q)vsétfsfate




(sI-A)y(s) = Yo (111.10)

La matriz (sI-A) para Re s suficientemente grande es invertible, de donde

¢i Re s > ¢ digamos, la transformada ;ks) estd dada por:
gy =(st-mty (111.11)

usando (III.11) la solucidn de (I11.9) es:
, d+ie
y(t)= 51,-,- (sI-_A'\)’1 Yq s . a5 c. (111.12)

d-i=”

Analizaremos ahora la expresi6n (1I1.12). Cuando t < 0 completamos- el
contorno en él semiplano Re s > 0 y obtenemos y(t) = 0. (Quedando como un
eaerc1c1o ver1f1car el argumento en detalle). Para calcular y(t) para

t > 0 se completa el contorno en el sem1p1ano Re's < 0 y para esto es nece

sario conocer las singularidades ($I-A)~ 1. La expresidn para (sI-A) es

-1 _ adjunta de (s I-A) _ '
(s1-A) = det (s I-A) - - (111.13)

de donde se sigué que las Gnicas singularidades del oberador resolvente
(sI-A)'1 son las rafices del'polinomio caracteristico de A, es decir los

eingenvalores de A. Es facil ver que cuando |§] + = 1a resolvente tiende

2 cero como % de aqui. que el contorno se puede completar con un semicir-

culo en el semiplano 1zqu1erdo y las dnicas contribuciones para (III 12)
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provienen los polos.

En este caso los residuos son vectores multiplicados por exponen-
ciales esjt donde s:j son los eigenvalores de A. '
De aqﬁf vemos que las soluciones serdn exponencialmente decrecientes cuan-
do Re s; < 0 que es 12 condicién de “estabi1idad“‘p$ra la matriz A. Llas

soluciones serén osilatorias cuando las eses son puramente imaginarias.

Debido a que las singularidades de (sI-A)’1 solo son polos se tie-

nepara t>0

y(t) = ?%T J (s I—A)'1 St XO- ds

i

donde ¢ es un contorno cérrado que incluye todas singularidades de A. De-
bido a que c¢ es de longitud finita se puede intercambiar el 1imite cuan

do t > 0 con la integracidn obteniendo
=1 ‘ -1 i1 -1 ’
Yo =77 | (SR vy ds ={ 5y [(s I-A)Tds by, (111.18)
¢ ‘ , c :

para toda y,, de donde

legp |Gs1mhds. 0 (Las)

quedando asi expresada la identidad en términos de la resolvente.

La integral en (II1.15) es la suma de los residuos en los eigenva
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tores de A, de aquf que (111.15) provee una descbmposicidn de la identidad
en térmiro de matrices asociadas con A. Para tener un; idea més clara de
(III.IS) examiparemos el caso de A simétrica. En &ste caso A tiene una
pase de eigenvectores ortogonales, supongamos ademas todos Yos eigenvalo-

res Ai son distintos. En este caso la resolvente estd dada por:

1 n (w,%)%
(sI-A)"w = } S5
i=1 --kj+s
de donde
- n . Pe,; .
(s1-A)7! = 321 - - i)

donde los operadores Pej definidos por Pej Yo = (yo, )ej son las

e.
3
proyecciones sobre los espacios invariantes de A. Substituyendo (I11.16)

en (I111.15) e integrando obtenemos:

De ésta dltima exbreéién tenemos una interhretacién de los residuos en Tos
poles de {sI-A) como las matrices de pfoyeccién scbre los espacios invarian
tes de A. Para matrices no‘siﬁétrfcas‘los residuos de la resolvente tie-
nen 1a interpretacidn de matrices de proyecciln sobre espacios invariantes
de A perc en general esfos_eSpacios no son de dimensién 1. Una descrip-
cién completa de estos residuos se puede dar utilizando 1a forma candni- .
ca de Jordan. Kosotros nos 1fﬁitaremos a dejar cdmo,ejefciciorpara el lec

tor el cdlculo de las proyecciones para la matriz A= ((1) é) i
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para finalizar esta seccifn sugerimos examinar el problema para oOscila

dores amortiguados y acoplados
f(t) + T £(t) - k /A f(t) =0

£(0) = £,

£(0)=0
donde A es la matriz de Rayleighy T wuna magriz~diagonal positiva uti-
lizando 1a transformada de Laplace. En particular decida si las soluciones
son estables. éQue pasa si T es negativa?. Examine el caso con T =0
‘313fu‘ cuando &sta estd excitada por una fuerza E(t) = Ay ™t donde w es una

de las frecuencias naturales del sistema.

ji) Aplicacion a ecuaciones parciales y a ecuaciones integrales.

Como primer ejemplo estudiaremos el problema para la cuerda vibrante.

La ecuaci6n de movimiento se obtiene aplicando la segunda ley de Newton a

la cuerda..Si 'y denota el desplazamiento de Ta posicidn de equilibrio, T

la tensién y p 1la densidad de 1a cuerda la ecuacibn de movimiento es

S 2_
yxx'gz-ytt s C ‘t/DI-

donde x es la coordenada horizontal y t el tiempo. La velocidad de la

cuerda en la direccidn vertical estd dada por Yy Considerese el problema

i para y dado por:
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= 1 ‘ o
Yyx :Zytt para 0< x <», t>0
¥{x,0) = ¥,{x,0) =0 para O<x<e (111.17)
y(0,t) = f{t) que es conocida
ydwu&puaoix€o;t3m
La situacidn fisica descrita por (I111.17) es 1a de una cuerda originalmente

en reposo excitada en el extremo izquierdo. En &ste caso es de esperarse

que 12 excitacibn producida-en x = 0 tarde un cierto tiempo en propagarse

'por 1a cuerda, es pues de interes calcular, para cada punto X cuanto tarda

en 1legar 12 sefial. Tambidn tiene interes calcular la forma de Ta sefial pa-

rat>0.

Resolveremos (111.17) usando 1a transformadade Laplace ent para obte- .
ner asf una ecuacidn ordinaria en x para 1a transformada Y La ecuacibn pa

ra ¥ es:

P losk=L Py
C

;(S),

¥(0,s)

" §{x,s) acotada para x> .

1a solucidn es

~ ~  sx
y(x,s) = f(s) e‘- [c] para Res> d
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donde d es suficientemente grande para dejar 2 h izquierda todas las sin

gularidades de ;.

ta solucién para y{x,t) es:

. ctioo ( X 3 .
Y s(t- ) :
yixt) = or [ fls)e TeT gs. © (111.18)

- L

De {I11.18) observamos que para x >0 y(x,t) = 0 silt’< 1%51 ya'que'en
gste caso el contorno se cierra en Re s > 0. Esto pone de manifiesto que la
sefial se propage con una velocidad | c],'dé izquierda é derecha; Para tiem"
pos posteriores 1a solucibn estd dada por f(t-x/|c]). Esto indicé_que 1a

sefial se propaga sin dispersidn ni atenuacion.
Es de .interés resolver, e interpretar la solucidn, del problems de

D'Alembert para la ecuacidn de onda

.Vxx‘.Ytt =0 , - <X<“,tzo

¥0,0) = £(x), ¥4{x,0) =0, £(x) = 0 para [x] > a

y{x,t) acotada

utilizando 1a transformada de Laplace, la cual se deja como un ejercicio.

La transformada de Laplace tambien puede usarse para resolver ecua

ciones integrales de la forma




¥

E I

t : L '
f k(t-t) f(r)dr = g(t) para t> O. - (I11.19)
0 - » '

donde las funciones k y g .son dadas. La solucin de (II1.15) estd dada
por |
ctiew
1 - > st : :
f(t) = T [ { g(s)/k(s)} e”" ds. (I111.20)

C-im ~

ya que 1a transformada de k * f es KFf.

Una ecuacifn muy famosa que puede resolverse usando {111.20) es la
ecuacidn de Abel, es decir
t .

BRI S FON
t]

donde g es dada. Queda como un ejercicio encontrar una-expresifn para

f(t) de 1a forma

(e = [ 6t () ar
: 0

Como G1tima aplicacibn consideraremos el uso de 2  transformados
simultaneos para encontrar soluciones a la ecuacién de onda en tres.dimen

siones expresandolas como "potenciales retardados®.
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Con este fin es necesarie introducir transformadas de Fourier en 3

dimensiones. Las definiciones son anilogas a las dadas para funciones de

una variable y son:

3

Sea f(x) una funcibn suficientemente lisa integrable en R, la

transformada de Fourier f(k) es una funcidn de tres variables def1n1da
por

p = ‘iE'_X‘ 3 r - =
fk) = [ e== f(x)dx donde k-x k1§+k2y+k3z.

B

La férmula de inversidn que expresa a f(x) en término de (k) es:.

1 STkX 2y
f = == f(k)dk .
() = s £ : (K)dk

~ Se deja como .un ejercicio el verificar que Ta transformada de Fourier de

vf= L fyy +f, es- kek ¥ (k). yquela transformada de Fourier

de la convo]hciﬁn

() () = [ Flxey) alyddy
B

es el producte (k) 3(5).

€1 problema a resolver es
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y = f(x,t) . xe B

Ve~ 7 , t>0, f(x,t) =0, ix] > R.

‘ (111.21)
¥(x,0) = y,(x,0) = 0

y acotada para x € R3 » £> 0,
donde y representa, por ejemplo, la intensidad del sonido producido por
1a funete especificada por la funcibn f.

Para resolver (III1.21} tSmese la transformada de Laplace en t y de
Fourier en x obteniendo, si &stos son denotados por y :

sty = 7

" de donde

y 1a solucién de (111.21) estd dada por:

) ”'C"'i” - PN . . )
3 1 1 f(k,s) o-ikex St e
. yxt)=—— — | ds 23 e =~ e Cdkds.  (I11.22)
E T (2x)7 2w Gl ;
I g-i 3

Para evaluar las integrales en (I11.22) es conveniente primero in--
vertir la transfohnérda de Fouh‘e_r ¥ luego la de Laplace. Al calcular la -

transformada jnversa.
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o

¥(x,s) =
(2‘!’) 3 k™+s
R .

_es conveniente utilizar el teorema de convolucidn quedando y(x,s) eXpre-sa~

da como

y(xs) = [ Gx -x' s) flx',s)dx' .

B |
‘donde i
1 ot kg
6(g,s) = = dk (111.23)
. 3| 2 = _
R; f

La funcidn G(g) se calcula cambiando de variable en (111.23) utilizando - |

ble (II1.23) dd

R -1r(g) cos - e 2
G(§_,S)' -;52- ———2——-—2———~ r“ sen 6 d0 dr -
SEEEEL v

'1:‘ 1 . Id' +il€|r ‘TIElr

dr
2 (22 el f +sz) '




43

de donde (calculando la integral en r usando el teorema de Cauchy, la cual
queda Como ejercicio) se obtiene

‘ £l
G(g,s) = % —e—rﬂ- para Re s > 0, (111.24)

Utilizando (I11.24) y (111.23) en (I11.22) tenemos:

S flxtis)  slt-lxx])

¥(xt) = 5y J I 2[xxT

C-iw R3

dx'ds

e invirtiendo la tfansformaqa de Laplace obtenemos

v oy | Saplle .20
. B = '

‘que es 1a solucipon buscada. La férmula (111.25) tiene una interpretacidn
fisica interesante, queda como un ejercicio discutirla y Justificar ast el

nombre de "potencial retardado” que se di a (III.25).
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1V Ondas viajeras en ecuaciones de difusidn

Las ecuaciones diferencialesde difusidn aparecen en varios contextos
entre ellos Ta teoria de migracidn de poblaciones. Cuando estas ecuaciones
son lineales no sostienen ondas de difusi6n, sin embargo al aﬁadir‘efectos
no lineales soluciones con la forma de frente de ondas son posibles y se ob

servan en varias situaciones de interés ecoldgico.

Empezamos por intrepretar la ecuacidn de difusidn en el contexto de

Ja teorfa de poblacicnes.

Llamando n(x,t) a la cantidad de animales, por unidad de longitud,

en el punto x el tiempo t. Tenemos que

X

é% I n(s,t)ds = rapidez de cambio del nimero de animales
o : en el intervalo (xo,x). =1

Como los animales se conservaron tenemos que
X
’é%-[n(s,f)ds'= flujo de animales que entran enixo-flujo de animales que

Xg salen. en x + nimeros que nace por segundo - nimeros que
muere ‘por segundo. - ; (Iv.1) -

Los lados derechos de esta ecuacidn (IV.1) son los que deben de mode

larse de acuerdo nuestra comprensién de la poblacidn.

Comenzamos por tomar:




46

numero que nace por segunﬂo = a n{x,t), que es 1a ley de Malthus; donde a

es Ta tasa de natalidad.

E} término de muerte lo tomamos como - 8 nz(x,t) que es 12 hipbte-
sis usual de competencia entre los individuos de la misma especie. Finalmen
te el flujo de individuos que deja 1a regidn tiene var1as maneras de mode--
Iarse 1a wis simple es la h1potes1s de difusion la cuaT nos- dice que los-
pobladores van a emigrar de lugares de concentracidn alta o lugares de concen

tracidn baja. Es decir el flujo que sale es
D 'ﬂx(.x:t)

ya que 'si “X<0 abandonan la regidn y n, > 0 entran a ella. E1 coefi-
ciente D es una caracter1st1ca de la poblacidn que supondremos constante
aunque puede depender de n(x;t). Supondremos D > 0 -aunque muchas veces
Jas grandes concentraciones de poblacidn parecen atraer y no repeler a nue

vos individuos.

Utilizando .esto tenemos que la ecuacibn de balance (Iv.1) queda asi.

x - . :

—;—lt—f n(s,t}ds = an{x,t) - an( »t) - an(xot) + an(x,t).
X

(1

Derivando con respecto a x tenemos

ny(x,t) = on (x,t) - B’ (x,t) + Dnyy (xst) : (v.2)
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"y hay que suplementarla con la condicién inicial n{x,0) = f{x) que es 1a

distribucidn inicial de 1a poblacidn.

£sta ecuacidn (IV.2) se 1lama la ecuacibn de Fisher y fué estudiada

“en gran detalle por Kolmogorov, Petrovski y Piskunov.en 1937. Es la base pa

ra los estudios modernos de ecologia matemitica.

Estudiamos esta ecuacidn en varios 1imites de interés. Suponiendo

que D = 0, To que equivale a despreciar los efectos espaciales tenemos que

n satisface una ecuacidn diferencial ordinaria.

I

n(%,t) = a n(x.t) - 8 n2(x,t))

[}

n{x,0) = f(x).
Esta ecuacidn puede resolver ficilmente (dejamos los detalles al Tector) y

tenemos que

Tin n{x,t) = a/8

t+o .

es decir que 1a poblacidn alcanza un estado de ‘equilibrio uniforme en x.

Otro 1imite que puede estudiarse por los métodos .expuestos hasta

ahora en las notas es el 1imite de ura poblacidn pequefia, despreciandovel

2

término n° en (IV.2). Tenemos:




ng = an *+ Dnyy

n(O.X) = f(X) '

~

Tomando la transformada de Fourier y denotandola con n Yémos que

~

- ~ ZA
Ng an=-0k n

n(0) = f(k)
- - oy ot ;kzt
y 1a solucion es n{k,t) = f(k) e~ e de donde
t ooikX 2
n{x,t) = € 1 | e %" f(k) dk
T{ ,

-1/2 para t + w:(queda_

Observamos que 1a integral se‘cqmporta como t
como ejercicio el verificarlo) y en consecuencia n(x,t). crece exponencial |
mente. Es decir que cuando se tiene'una’pob]éciéh{inicia] pequeha esta se
empieza a reproducir y después de un‘cierto tiempo el término de mortalidad |
empxeza a ser importante y nuestra solucidn deja de ser vallda. Lo dnico |

que se aprende de esta solucidn es que la poblacidn en una drea crece mds

debidc a la mortalidad que 1o que disminuye debido a la dlfu31on.

Para una descripcién completa del fendmeno uno necésita}iﬁt]uir el
término -8 nz. La intucidn que se gana de la ecuacidn idependiente de x

es que la pobiacidn se equilibre en + a/8,.por otro lado tenemos que la di_ |
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fusidn mueve de alta concentracidn a‘baja concentracion. Se espera entonﬁes
que el valor de equilibrio o/ se desplace hacia los lugares de menos con
centracion hasta que toda la publicacidn se equilibre en ese valor. Es pues
necesaric estudiar primero si la solucion a/B es estable, es decir si para
valores muy cercanos de las condiciones inicidesa a/f tenemos que.la soly
cidn efectivamente se acerca a a/g a medida que pasa el tiempo. Si esto no
sucediere seria inconsistente pensar que cualquier condicidn inic%al(evo!u-

‘cionare a ese estado. Para investigar la estabilidad tomemos:

n=% +fi  substituimos en la ecuacibn despreciando los términos
: ﬁz obtenemos

nt=nnxx-an

con condicibn inicial ﬁ(o,x) = f(0x). La solucién a este problema es ficil

de obtener y estd dada pof

L,
S O I R CE

Vemos asT que f + 0 cuando t-+ = y esto nos muestre que 1a solucidn a/8

€S un candidato razonable para el estado final.

Lo ‘que ‘adn nio ‘es-claro es como evoluciona una condicién inicial arbi-
traria a dicho estado final. Uno de Tos descubrimientos notables de Fisher
¥ K;P;P; fué que existe una .onda de concentracidn que se propaga de alta con

centracidn a baja concentracidn tal como se ven en la figura
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t=0

| \“‘~\\~‘--‘—§.-~_- ;ﬁﬁP :=="‘"===::—4::==T:S‘:::--.—-

X

la ve16cidad de la onda que es ¢ estd ligada a los pardmetros a,8,D Yy de '
pende ademds de 1a condicifn inicial. E1 problema es ahora el de determinar
so1uc1ones de tipo onda viajera y expresar 1a velocidad.c en terminos de

105 pardmetros del problema. A priori no es claro que existan squc1ones
tipo onda viajera y 10 que haremos ahora es convencer al lector de su exis

tencia con una técnica que es comdn a todos los problemas de este tipo.

Buscamos pues una solucidon de 1a forma n(x,t) = ¢{x~-ct) donde ¢ es
la velocidad y ¢ 1a funcidn a determinar. Llamando £ = x - ct y -denotan

do por ¢' 1a derivada respecto a £ tenemos que ¢ satisface:

D o"(2) + co'(€) + (&) (a-8o(E)) =20 -wm<E<™ - (iv.a) _

y 1as condiciones de frontera Tim #e) =1, lim ${g) = 0. Este es un

;-)-cn E—s»cn
problema no lineal de valores propios ya que uno se‘pregunta‘para'éuale§ va

lores de ¢ hay soluciones, positivas no triviales del problema.
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La mdnera de resolver estos problemas es en el plano fase. P;fd"simpli
ficar notacion tomemos a=8=D0=1y ‘I‘lamando' é' = v tenesmos
$' = v
: . {1v.4)
vt o= {ov + o(1-4))

E} plano fase del sistema (IV.4) se ilustra en la f%gura..Lcs puntos criti-
cos son (1,0) y (0,0) y ta condicidn de frontera pide encontrar una ¢, (una
orbita en el p]anb fase) que una al punto critico (1,0) con el (0,0) cuando

"el tiempo™ £ va de - » a + .

ET problemz se transforma en encontrar los valores de ¢ para.los -

cuales es-posible construir esta 6rbita.

L 3 ar

:'“é(?‘ﬂ) . ,. . ﬁr=5°

E1 candidato es la 6rbita que une a P con Q cruzando la parabola v =-¢(1-¢}
en R. Esta solucidn tiene un punto de inflexidn en R y decrece monStonzmente
a cero. Solamente queda convencerse que 1a orbita P R Q existe para valo-

res apropiados de c. Ahora veremos que esta orbita efectivamente existe.-
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Para encontrar esta ¢ el punto P debe de ser inestable yelQ eS—
table. Comenzamos por estudiar el punto P. Linearizando el sistema alrede

dgor de P llamando ¢ =1+ $ v = ¥ tenemos

$ | VI ]
v 1 -c v
E1 punto Pes un punto silla con valores propios Ay = :2?——— fc-* 4 s
A = -(c+/"+8) La direccidn estable cuando £ + —= es aquella

2
2 v
asociada con el valor propio )‘1. y es la recta vE-c# /C2+ 4
2

¢ .

La linearizaci6n alrededor del punto Q nos da que este es un nodo estable

con valores propios - . -c+/c2 - g 12 e~ /c2_4 ‘ si es
y - A D IO i

‘ que cz > 4 con dlreccwnes v = Alq; s V= A2¢ Si c2 < 4 tenemos un pun

to espiral estable pero esto no tiene 1nteres én nuestro c0ntexto ya que bus
camos una ¢ siem_pre positiva y soluciones que llegan a un punto espiral
oscilan alrededor del ctero y son inaceptables. Por esto vemos que.cz >4
probaremos ahora que para cada valor ¢ > 2 - tenemos-una solucifn en forma

de onda viajera.

E1 planc fase incluyendo las direcciones en los puntos criticos para

¢ > 2 se muestran’en la figura:
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2

La direccion !.2 tiene por ecuacidn ¢ =- vy la L1 como ecua

S c+ /4
cibn g =- —2—— v

c —ch-4

Queremos probar que si ¢ > 2 entonces la orbita que sale de P en Ta.
direccion inestable es acotada. Una vez probado esto el teorema de Poincare
Bendixon nos dice que esta orbita ter_mina en Q ya que no hay orbitas cerra-
das para este prob]_ema. ya que div (v, -(cv + ¢(1-4)) = -c # 0. Basta pues
probar que esta orbita es acotada. Saliendo.pues de P ‘ en la direécién P,
P! tenemos que como .v_,'.‘< 0 y v<0 laorbita saldrd de l1a parabo]a. PSQ
en algdn punto R del_ arco’ SQ. {No puede salir de PS porque el campo vecto
r1a1 entra, si no sale ya no hay nada que hacer ya que la orbita es acota-

da y entonces vaa Q).

Supongamos que salga por un punto R. En la regién comprendida entre

elarco QS 1la recta L, y1la recta 'MS tenemos que la pendiente de la
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orbita %% que estd dada por

do . v

dv cv + ¢(1-9)
Esta pendiente es mayor en valor absoluto que el valor absoluto de la pendien
te de 13 recta LZ; De aqui se sigue que la orbita que sale por R tiene”
el valor de ¢ siempre mayor que el valor de ¢ de la recta Lz. Esto
muestra que l1a orbita no puede escapar de esta regién. Usando Poincare

Bendixon esta orbita viaja hasta Q.

Esto completa la prueba de existencia de ondas viajeras en esta ecuacin
de difusidn. Es importante notar que la no linealidad produce esta onda ya

que las ecuaciones de difusidn lineales no tienen este tipo de soluciones.

Un resuitado muy importante de K, P, P es que una condicidn inicial
conforma de escalénin =1, si x<0, n=0 x> 0; ﬁe transforma en una on-
da con velocidad ¢ = 2, es decir que la onda con velocidad mas ‘baja es en
cierta forma 1a preferida. Referimos al lector interesado al trabajo origi-
nal. Queda como un ejercicio repetir el argumento y encontrar ia veiociﬁad
de propagacidn mds baja en términos de los pardmetros a,8 , D. El regui-
tado es: ¢ = ZJ;EE' que indica una velocidad de propagacidn proporcional

a la natalidad y la difusidn. Observese que ¢ no depende de la mortalidad.

Llas formas explicitas de estas ondas viajeras pueden encontrarse en '

ciertos casos limite de interes. Por ejemplo al tener

D¢"+‘C¢1*§O-B¢2 =0
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Y suponer que la natalidad c es pequefio. Dado que ¢ va hasta un valor mixi

mo a/B podemos escalar a la ¢ de 1a forma ¢ = oy donde P satisface
ey + ¢ ¥ +a2(y-8y2)=0

Como a medida que Tos dos puntoscriticos 0 y a/8 se acercan 1a solu-

cidn tarda mis en 1legar podemos tomar ¢ = w(as)’&'dbtener

2

Da” w" + c w' + {w - sz)'= 0

Como @ es pequefio podemos despreciar el primer término de 1a ecuacidn y

obtener

ow' + (w-B wz).= 0.

Las soluciones pueden encontrarse con tina integracidn simple y son funcio-

nes que van de %‘ en " £ =~ =" hasta cero en " = + ",

Hay muchos otros problemas cuyas soluciones de tipo de onda viajera
se puede encontrar de Ta misma forma. Aparecen en qu{mica,‘eCOTOQTa,’mode-

los del sistema nervicso etc.
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V Efectos de no homogeneidades en modelos de pobliaciones.

La ecuacidn de Fisher estudiada en la seccidn anterior no toma en

tuenta efectos de no homogeneidad en la nata]idad, 1a difusidn o la morta-

Tidad Tos cuales podrian ser efectos importantes. A1 tomar en cuenta 1a de

pendencia espacial de la natalidad , por ejemplo la’ecuaciéh de Fisher se .

modifica de 1a ;iguiente forma ..

2

nt = Q(X) n-8n + Dn XX (V-I)

(0,x) = f(x)

Como vimos en el ejemplo anterior cuando se desprecia Ta mortalidad

B y 1lanatalidad o es uniforme la poblacién crece ¥ya que el término de

migracidn no alcanza a equ111brar Ta natalidad porgue esta es un1forme Ca

be pero 1a pregunta . de que pasa si la natalidad esta confinadaa una regidn

x| < L del espacio y hay migracidn. . En este caso la‘m1grac1on podria
- equilibrar la natalidad y 1legarse a un estado estacionario sin necesidad

de mortaiidad. Para investigar este problema tomamos la ecuacidn
g = a{x)n + Dny,
¥y nos preguntamos si existe una solucidn de] problema

Dnyy + a{x)n =

Tn s e e 4 v
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con n+ 0 cuando |x} +=. Es decir buscamos una funcidn propia del pro-
blema con valor prOpib cero. Podemos investigar que sucede con el problema

general de valores propios
Duyy + a(x) u = Au

y luego estudiar si A =0 es un valor propio o no. En el caso de encontrar

un valor %> 0 para el cual hay una solucidn Uy sabriamos que el proble
: 0 . &

ma linearizado con valores iniciales (V.1) para no tendrd un estado estacio

Aot

narioc como limite sino crecerd como e u, (x) hasta que 1a mortalidad
0

se vuelve importante. Es pues importante averiguar cual es el espectro del

preblema.
Un caso particular de inter@s puede ser el de una difusidn D pequefia,
1lamando a X-= X/YD  tenemos, cambiando de variables que

oy +a{/D X)) us=iu

Yaque /D =g¢<<1 utilizaremos 1a aproximacion G,L,J,W,K,B que es uno
de los métodos mis empleados para estudiar ecuaciones con coeficientes varia

bles .cuando ellos varian lentamente.

Queremos pues estudiar la ecuacidn

u* + ale x)~u;= Au .' B ,‘:  - . ' (v.2)
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donde € es pequefio. Queremos buscar solucicnes donde A >08-A=pu<g

y 1a funcién a > 0. Tenemos asi.que
W+ (p-(-a{ex))u=0

La gréfica de 1a funcidn -a(ex) se ilustra en la figura y 1 <0 corres-

ponde a soluciones inestables.

i-«(6)0

v vae n¢l.<°x

[

HA<o

Para resoh)er (V.2) procedemos primero con un andlisis cualitativo.
Sixg<x< X, ¥ u es como en la figura las soluciones de la écuacién'
{v.2) son p‘sci‘latorias ya que u+a (eX) > 0. Por otra parte si X 2%
6 X< xoﬁ' Tas soluciones son exponenciales crecientes, o decrecientes ya

" que u+a (eX) £ 0. E1 problema es pues el de encontrar una so‘lucwn que
decaiga en <o, en + ® -y osile entre X ¥ x - Esto determinard los valo- -

res de. u para los cuales hay soluciones acotadas cuando x| + =

Para x5 < x <x; si alex) =a fuera constante 1a solucién seria
una combinacidn lineal de  cos/iita X y sen/ita X. En este caso como a va-

ria poco buscamos una solucién de 1a forma
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iolex)fe , o (1)

us= l‘\(ex‘) e

donde A varia lentamente porque es funcién de ex y la fase varia ripidamen

te ya que % 9%5—)- = §'(ex) que es de orden uno.

Al substituir esta solucidn en la ecuacidn e igualar potencias de

obtenemos ecuaciones péra @ y para A. Tenemos
0(c*) (-62 + (u + ale X))} A é‘e(éx)/ev =0
vO(’e) uj + {u + alex)) u; = (2 Ae + A'é)‘e ie(ex)Ze_
Para obtener soluciones no triviales tenemos qpe
§2=u+du)
¥ para obtener una solucidn acot'ad_a‘par‘a i‘l ‘tenemos  que tomar

2A+AB =0

que nes di una solucidn de 1a forma

€ x o ' rex
il [wrasnYis -t Y twratsn?
2 —ee e . S L . e.
{u + a(ex),}1/4 w0 IR O 0‘(€><)}1/4 0

(v.3)
+eu S
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donde las constantes ¢ y D son arbitrarias. En el caso a(s) = constante
se reducen a las soluﬁiones habituales. Estas soluciones son aceptables
siempre que 1 + alex) # 0. En este caso cuando x = Xq o x> Xy 1a selu
cidn deja de ser vilida ya que x5 ¥ x;° son los puntos donde la solucidn
pasa de oscilatoria a exponencial. De nuevo para x < xo 8 x> Xl tenemos
el mismo tipo.de so‘_'luciones pero ahora sin 1a i en el exponente de 1as ex-
ponencialeé. Sin embargo no sabemos ain como acoplar las soluciones para

hacer 1a transicidn de un comportamiento a otro..

Para estudiar esta transicidn examinemos en detalle que sucede en
(v.2) en una vecindad del punto xo(u). Tenemos que u satisface en esa ve

cindad 1a ecuacidn

Ut + ea’ (xy(u)) (x-x4(u))u=0 : (v.4)

Esta ecuacidn es la muy conocida ecuacidn de Airy, .que estudiamos en la pri

mera seccifn. La solucidn de interéds para nuestros propdsitos es
: 1/2,.
Agl(ea’ (s g)) 2 (xg)-x)).
Esta solucifn se comporta como

A1 23 (kxR
/2w {e“'(j‘o)(xg-x)}ll4-‘e | _

cuando’ x < Xg y x sealeja de x. Por otra parte cuando X > xq ¥
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x se aleja de Xg tenemos que 1a funcidn Ai se comporta

1

R 312
- VE Lext (xg) (x-xg)}

e senl § s (xg) (xxg) /% + w/0)

Vemos que_este comportamiento es el mismo que el obtenido por el método.

W.K.B. para la parte oscilatoria; cuando x esta lejos de xb.'Por otra par

te la funcién A; no tiene siqgu]afidades y es la_que hace 1a transicién.

Para encontrar pues la funcidn que buscamos tenemos que encontrar una combi
nacién lineal de soluciones en el interior que se acople con 1a funcibn de
Airy para x > Xy Esto se hace encontrando en (V.3) las constantes c y D

apropiadas (dejamos como ejercicio hacer los detalles) y obtenemos para

Xg < % < %y
ex
. S 1 1 /s, j ]
= : . sen { = (uta(s ds + ©/4):
o/ {walex)t/4 € f ials))™ds + %/4) (v.5)
Xo(n)

Esta solucidn tiene que empalmar par x en una vecindad de Xy con la corres
pOndienté funcifn de Airy apropiada para el phnto X = Xy La funcién de

Airy apropiada para esta regidn se comparta como

a1
2/ {euxxl)(x-xl)}

ya sen 5 (e o) oy ) Y ormra)

para x < xl. Este comportamiento tiene que acoplarse con el correspondiente
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comportamiento de la solucidn W.X.B. (V.5). Esto sucede si las fases de
las soluciones difieren de una manera apropiada. La fase de la solucidn
para x g_xl esta dadi por
. X
X X I(U) 1(“)

[ tatsn2es a8 = L[ (rals))M2as - L[ (urats)) Y 2usinsa
' X

x0(u) x0(11)

que se puede reescribir como
X1 () *1(u)

- [ torats) s - w7 + L [tura(s)) V2 vare.

X . X
o(u)

Pero el primer término de esta fase es el negativo de la fase de la funcidn

de Airy. Entonces para acoplar esta solucién con la funcidn.de Airy hay que

escoger 0 bien

X )
S= f y %-I(u+a(s))1/2d§ +u/2= (2m+ 1) n
gl |
0 bien _
1) | |
s=-Ty %f (wra(s)) VS ds + m/2 = (m+ 1) ¥
X

0
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Los valores aceptableé'de u deben de satisfacerﬂla relacidn

% (W)
[ Gratsns e+ var m=o0le...

o

que es la famosa regla de cuantizacibn de Semmerfeld-Bohr. En nuestro caso
Aiempre hay soluciones si ¢ es suficientemente pequefia. Esto nos muestra
que la natalidad nunca puede ser compensada por una migracitn cuando esta
es pequefia. Por otra parte puede demostrarse que ain para migracién grande
hay siempre soluciones con u < 0. Esto demuestra que en una dimensidn la
capacidad de migrar no es sdficiente para estabilizar una pob]aciéﬁ. Queda
como.un ejercicio para el lector resolver exactamente el problema para una
natalidad afx) = oy si [x] <2 'y ofx) = 0para |x] > 2 y comparar

sus resultados con los nuestros.

Quedan otros problemas abiertos en esta direccidn, como el de encon
trar los cambios en las ondas viajeras debidas a no homogeneidades que el

-lector puede investigar ya que es un problema ain no resuelto completamente.
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