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Variedades Afines

Sea k un campo algebraicamente cerrado, eg k = C.

@ El espacio afin sobre k de dimensién n es el conjunto
A" ={(x,...,xn) |x € k}.
@ Un conjunto algebraico en A" es un conjunto de la forma
V=V(fi,....,f) ={(x1,...,xn) € A" | fi(x1,...,%x,) = 0,1 < <r},

donde f; € k[xi,...,xn].

@ El conjunto

I=(f,....f) =4 > hifi|hi € k[f,... f]

1<i<r

es un ideal de k[x1, ..., xp].
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Variedades Afines

e El anillo cociente k[V] = k[x1,...,xa]/! es el anillo de coordenadas
de V. Esta es una k-algebra finitamente generada.

Topologia de Zariski en A":
» cerrados: V C A" algebraico;

abiertos: A"\ V;

irreducibilidad,;

dimensién y codimension;

v VvYyy

Una variedad afin es un cerrado algebraico V C A”".

@ Un morfismo entre variedades afines V. C A"y W C A™ es un mapeo

¢ A" — A™ (x1,.. ., %0) = (h1(X),. .., hm(X))

donde hi(x) = hi(x1,...,xn) € k[x1,....xp] y &(V) = W.

@ ;Qué es un isomorfismo?
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Variedades Afines

o Existe una correspondencia biyectiva
VCA" «— | CKk[xi,..., x| radical
Proposicion

Hay una equivalencia de categorias entre la categoria de variedades afines
sobre k y la categoria de k-algebras finitamente generadas sin nilpotentes

@ Correspondencia entre objetos:
V — k[V],
o Correspondencia entre morfismos:

p: VoW s ¢ kW] = K[V]
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Variedades Proyectivas

@ El espacio proyectivo de dimensién n es el conjunto de lineas en A"
que pasan por el origen:

P":= (A" {0})/ ~,

donde x ~ x’ si y sélo si existe A\ € k* = k'\ {0} con x = Ax'.
@ Un punto en P" esta determinado por sus coordenadas homogéneas
x=(x0: - :1xp)=(Ax0 11 Axp).

@ Un conjunto algebraico en P" es un conjunto de la forma
W=V(f,....,f;) ={(x0,.-.,%xn) €EP"| fi(x0,...,xn) =0,1 < i <r},

donde f; € k[xo, . .., xn] es homogéneo para todo 1 < i < r.
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Variedades Proyectivas

e Topologia de Zariski en P".
» Observacion: P" estd cubierto por abiertos afines.

U :={(x:-:xy) €P"| x; # 0}

e Una variedad proyectiva es un cerrado W C P".

@ Existe correspondencia

W cCP" «— IC(xo...,%n) C K[x0,-..,Xn] radical homogéneo.

e Ejemplos:
> V(x0,...,%,) =0
» V(x?+ y? — z2) es una cénica en P?
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Variedades Proyectivas

e Morfismo de variedades proyectivas: Mapeo ¢ : V — W que
localmente es polinomial:

Definicién
¢V — W es morfismo si para todo x € V existe U C V abierto tal que
x€e Uy ¢y : U— W esta dado por

d(x0 i xn) = (ho(x) i -+ 1 hm(X))

para h; € k[xo, ..., xn] homogéneos del mismo grado.

@ ;Qué es un isomorfismo?
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Variedades Proyectivas

Observaciones:

@ Anillo de coordenadas homogéneo k[W/] no es anillo de funciones
k-valuadas.

@ No tenemos correspondencia de categorias como en el caso afin:

» V=Ply W=V(xox2 — x2) C P? son isomorfas como variedades
proyectivas, pero k[V] no es isomorfo a k[W]

@ Hecho: Toda variedad proyectiva esta cubierta por abiertos afines.
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Variedades Normales

Definicion
Una variedad afin V' es normal si su anillo de coordenadas k[V/] es
integralmente cerrado.

Definicién
Una variedad algebraica X es normal si todo punto x € X tiene una
vecindad afin normal.

Consecuencias:
@ Si X es una variedad proyectiva suave, entonces es normal.

@ Si X es normal entonces codim(sing X) > 2

M. M. Bernal Guillen (UAZ-CONACyT) Variedades Téricas T. Geometria Algebraica 10 / 17



Acciones algebraicas

Definicién
Un grupo algebraico es un grupo G que es también una variedad
algebraica, y tal que las operaciones de grupo

GxG—=G, (g1,8) g1&

G — G, g|—>g_1

son morfismos de variedades algebraicas.

e El grupo GL,(k) de matrices invertibles es un grupo algebraico.
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Acciones algebraicas

Definicién
Sean X variedad algebraica y G un grupo algebraico. Una accién de G en
X es un morfismo de variedades algebraicas
GxX—X, (g,x)—gx
tal que
(e,x)=x vy (&1,(82,%)) = (6182,%)
para todo x € X,y g1,4 € G.

o La drbita de x € X es el conjunto Gx = {g-x | g € G}.

e El grupo GL,(k) actiia en el espacio de matrices cuadradas
Mat,(k) = A™ mediante (g, M) — gMg~!. jRepresentantes de las
6rbitas?
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Variedades téricas

Definicién

Sea T" = (k*)". Esta variedad afin es un grupo algebraico con la
multiplicacién coordenada a coordenada. Se le denota como el toro
algebraico de dimension n.

iQuién es el anillo de coordenadas? jCual es el elemento neutro?

También se usa la notacién G,.

Una accién de T" en A™ esta determinada por m vectores a; € Z".

(1, oytn) - (X1, ey Xxm) = (%1, ..o, %7 X))

El toro T" act@ia en si mismo.
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Variedades téricas

Definicién

Una variedad tdrica es una variedad algebraica X que contiene un abierto
(denso) isomorfo a T" y tal que la accién de T" en si mismo se extiende a
una accién algebraica T" x X — X.

Observaciones:
e La variedad X puede ser singular.

@ La dimensién de X es n.

o La érbita de dimension maxima es T".
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Ejemplos

e T"C A" C P,
@ AMx T = k™ x (k*)"
° C:V(x3—y2)

e jCuantas érbitas hay en los ejemplos anteriores?
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Mafiana

@ Semigrupos afines,

@ Compactificaciones de toros y

© Abanicos poliedrales racionales.
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