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EL DIABLO DE LOS NUMEROS
Seccién a cargo de

Javier Cilleruelo

Sumas trigonométricas y congruencias aditivas

por

Moubariz Z. Garaev

1. INTRODUCCION

Las sumas trigonométricas y sus estimaciones no triviales son una herramienta
bésica en la teoria analitica de nimeros que se utiliza para tratar desde problemas
aditivos (problema de Waring, problema de Goldbach) hasta el problema de la dis-
tribucién de los ceros de la funcién zeta de Riemann. En este articulo! vamos a
mostrar algunas de sus aplicaciones en la resolucién de algunas clases de congruen-
cias aditivas.

Definamos formalmente el concepto de congruencia aditiva de la manera siguien-
te. Sea m > 2 un nimero entero y A € Z. La congruencia

u+v =X\ (méd m), (1)
donde u, v son variables que recorren los sistemas de enteros
U=Up,U2,...,UN; UV =7V1,V2,...,UM,

se llama congruencia aditiva. El problema consiste en demostrar (cuando sea posible)
que esta congruencia admite soluciones y obtener (cuando sea posible) una férmula
asintotica para el niimero de soluciones, cuando m — oo.

Algunos ejemplos de congruencias aditivas que en teoria de nimeros tienen un
gran interés son los siguientes:

1) Sean m = p primo, N = N(p) < p un entero positivo y ¢ una raiz primitiva
médulo p (ver la definicién en la seccién 4). El problema consiste en investigar la

1Este articulo es una versién del minicurso que el autor imparti, en 2008, a estudiantes del
Primer Encuentro en Teoria de Ntmeros en Venezuela.
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distribucién de las potencias g, g%, ¢°,...,g" en intervalos de longitud dada M. Es
decir, investigar la solubilidad de la congruencia

¢*—y=0 (médp), 1<z<N, L+1<y<L+M

y encontrar una férmula asintotica para el nimero de sus soluciones.

2) Dado un entero x coprimo con m, se denota por z* al menor entero positivo tal
que zz* =1 (mdéd m). Sea N = N(m) < m. Un problema importante es el estudio
de la distribucién de los nimeros {z* : (z,m) =1, 1 < < N} en intervalos de
longitud dada. En otras palabras, investigar la solubilidad de la congruencia

2 —y=0 (médm), 1<z<N, L+1<y<L+M

y encontrar una férmula asintética para el nimero de sus soluciones. Los casos més
finos de este problema se resuelven como consecuencias de estimaciones espectacu-
lares de Karatsuba [9] y de Korolev [10] de las sumas trigonométricas andlogas a las
sumas de Kloosterman (ver la seccién 5).

3) Sea m = p un nimero primo y sea n un entero positivo. Investigar la solubilidad
de la ecuacién
y encontrar una formula asintética para el nimero de sus soluciones.

Consideremos otros ejemplos de congruencias aditivas que son de gran impor-
tancia. En lo que sigue, Z,, denota el anillo de las clases residuales médulo m. En
el caso m = p este anillo es un cuerpo y se denota por IFp,.

El conjunto A C Z,, se dice que es una base aditiva para Z,, de orden a lo mas
k si toda clase residual de Z,, se puede representar como suma de k elementos de A.

4) El anélogo del problema de Waring para congruencias consiste en investigar
los valores de k y N para los que la congruencia

it 4+t 2p =X (méd m), 1<zy,...,25 <N

tiene solucién. Este problema fue iniciado y resuelto por Karatsuba en 1961 (ver [1,
Capitulo 3]).

5) Sean m = p un primo y N = N(n,p) < p un entero positivo. Estudiar la
solubilidad y encontrar una férmula asintética para el nimero de soluciones de la
siguiente ecuacién modular, andloga a la ecuacién de Fermat:

2" +y" 4+ 2" =0 (mdd p), 1<xz,y,z<N.

6) Sea € > 0. Encontrar un nimero entero k = k(g) > 0, lo mas pequeno posible,
tal que para cualquier primo p > po(e) el conjunto

{z* (mdéd p): 1 <z <[p°]}

forme una base aditiva para F, de orden a lo més k. Utilizando los resultados de
Karatsuba, Shparlinski [11] demostré la existencia de tal nimero k de tamafio k =
O(e73). Glibichuk [7] redujo la cota superior hasta k = O(e~2).
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7) Para cualquier € > 0 existe un entero k = k(e) tal que el conjunto
{g® (mdd p): 1 <z < [p°]}

forma una base aditiva para I, del orden a lo més k. La resolucién de este problema
sigue de las estimaciones suma-producto de Bourgain, Katz y Tao [3], y de Bourgain,
Glibichuk y Konyagin [2] (ver la secci6n 8).

8) La conjetura de Garaev, Luca y Shparlinski [6] afirma que existe un entero
positivo k tal que para cualquier niimero primo p el conjunto

{n! (méd p): 1 <n<p}

forma una base aditiva para el cuerpo I, de orden a lo més k. Este es un problema
abierto.

2. SUMAS TRIGONOMETRICAS

La mayoria de los problemas que mencionamos en la introduccién se resuelven
utilizando estimaciones de ciertas sumas trigonométricas. Sean N un nimero entero
grande y f : [1, N] — R una funcién dada. La suma

N N N
Z e2mif(n) = Z cos(2mf(n)) +1 Z sen(2w f(n))
n=1 n=1 n=1
se llama suma trigonométrica. De la igualdad [e?™/(")| = 1 se sigue la estimacién
trivial
N
‘Zesz(n) < N.
n=1

El problema es obtener una estimacion de la forma

N
‘ 2nif(n)
nz::l e

con A = A(N) tan pequenio como sea posible. En particular, nosotros queremos que
se cumpla que A = A(N) — 0 cuando N — oo.

< NA

3. LEMAS DE VINOGRADOV

El punto de partida que relaciona las congruencias con las sumas trigonométricas
es la siguiente identidad elemental:

1, siz=0 (méd m),

1 m—1
E E e27riam/m — {O ' 0 o (2)
= , siz#0 (méd m).
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Los siguientes lemas se pueden encontrar en los primeros trabajos de Vinogra-
dov. El Lema 1 conecta el problema de solubilidad y la férmula asintética para el
nimero de soluciones de la congruencia (1) con estimaciones de ciertas sumas tri-
gonométricas. Los Lemas 2 y 3 son estimaciones sencillas pero muy ttiles en las
aplicaciones.

LEMA 1. Sean m > 2 entero, y u,v numeros que recorren los sistemas de enteros
U=U1,U2,...,UN}; V=v1,V2,...,UM-

Supongamos que

méx <D.
1<a<m-—1

m—1
§ eleau/m < R; E § 627r1m;/m,
u a=1| v

Entonces, para cualquier entero A el numero T de soluciones de la congruencia

u+v =X (méd m)

se puede representar en la forma

NM RD
T= m ( aNM)
para algin —1 < 6 < 1.

DEMOSTRACION. Sustituimos en (2) z = u+v — X

m—1 . _ ,
1 Z p2mia(utv—X\)/m _ 1, stut+v=AX (médm), .
0, stut+v#A (méd m).
Sumando esta identidad para v = uy,us,...,uy y v = v1,02,...,0p tenemos

1 = Tia(utv— m 1 =y mia(u+v— m
T:ZZE;J (o Nfm — 57§ Rrialuko N/,

a=0 u v
Separando el término a = 0 se obtiene

NM
T = —— + Error, (3)
m

m—1
Error = l Z <Z eZ'frz'au/m) (Z e27ricw/m> e—27riaA/m.
m
a=1 u v

Por las hipodtesis del lema,

|EI‘I‘OI‘| < 7 Z Z 2miau/m Z 2miav/m < e Z Z 2miav/m

Entonces, para algin 6 con |0| < 1 se cumple que Error = 6RD/m, que junto con (3)
implica la afirmacién. O

donde

RD

< ==
m
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LEMA 2. Sea m un entero positivo y sea a un entero coprimo con m. Entonces

m—1m—1

Z Z v(u)o(v)e?™@w/m™| < \/mUV,

u=0 v=0

donde v(u), o(v) son ndmeros complejos y

m—1 m—1
Yol =0, Y fe(w)P = V.
u=0 v=0

DEMOSTRACION. Tenemos

SePPpI

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a la suma sobre u, deducimos que

m—1 m—1|m—1
‘S|2 < (Z |I/ > U Z Z Q(v)e27riauv/m
u=0

u=0 [ v=0
Observemos que

HMS

m—1 m—1
Qﬂiauv/m — Z l/(u) <Z Q(U)e27riauv/m> )

u=0 v=0

2
g(v)e2wiauv/m

. (4)

2

m—1|m-—1 m—1 /m—1 m—
Z Z Q 27riauv/m _ Z ( Z Q(,U)e%riauv/m> ( Z eQﬂ'zauy’/m)
u=0 [ v=0 u=0 \v=0 =

m—1lm—-1m-—1

:ZZZQ 27rzau(v v')/m _

u=0 v=0 v/=0

||F1S

UL

Como (a,m) =1, segfm (2) el dltimo sumatorio es igual a cero cuando v # v’ e igual
a m cuando v = v'. Entonces,

m—1|m—1 ) 2 m—1
S sy —m 3 o)l )
u=0 | v=0 v=0

Combinando (5) con (4), concluimos la afirmacién. O

En las hipétesis del Lema 1 aparece el requisito

§ eQTruw/m

v

m—1

>

a=1

<D,

donde v recorre el sistema de ntimeros enteros v, vs,...,vp. Sucede que si este
sistema, coincide con una sucesiéon de nimeros enteros consecutivos se puede tener
una buena estimacién para la suma indicada.
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LEMA 3. Para cualquier entero M > 1 se cumple la desigualdad

may/m

< mlogm.

HME

Para demostrar el Lema 3 hay que observar que para 1 < a < m/2 se cumple

2miay/m

- sen(ﬂa/m) =

m
2

La demostracién completa la dejamos al lector como ejercicio.

4. ALGUNAS APLICACIONES DE LEMAS DE VINOGRADOV

Recordemos que un ntimero entero g Z 0 (méd p) se denomina raiz primitiva
médulo el nimero primo p si todos los nimeros ¢!, g2, ..., ¢? "' son distintos entre si
modulo p. Gauss demostré que para cualquier médulo primo p existen exactamente
¢(p — 1) raices primitivas distintas médulo p, donde ¢(x) es la funcién de Euler.

En teoria analitica de nimeros una cantidad considerable de congruencias estan
conectadas con raices primitivas. Uno de los resultados de Vinogradov (publicado en
1926) afirma que si N <p— 1y M < p son enteros positivos, entonces la cantidad
T de los nimeros de la sucesiéon

9.9%9% ... g%
cuyos minimos residuos positivos médulo p son menores que M se expresa por la

féormula NM
T= 7 + O(pl/2 log? D).

Sobre la demostracién de este resultado hablaremos maéas adelante. Ahora vamos a
considerar una aplicacién sencilla de los lemas de Vinogradov.

4.1. DIFERENCIAS DE LAS POTENCIAS DE UNA RA{zZ PRIMITIVA

El problema de la distribucién de diferencias de potencias de una raiz primitiva
modulo un primo p aparece en trabajos de Cilleruelo, Garaev, Garcia, Ka-Lam Kueh,
Konyagin, Rudnick, Shkredov, Vajaitu, Zaharescu y otros matematicos. Como un
ejemplo de la aplicacién de los lemas de Vinogradov vamos a demostrar la siguiente
afirmacion.

AFIRMACION 1. Eziste una constante c tal que para cualquier entero X la congruencia
g° —g¥ =X (mdd p)

se satisface para algunos enteros positivos x < cp3/4, y < cp3/4.
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Esta afirmacion fue demostrada en 2002/3 independentemente por Garaev y Ka-
Lam Kueh, por Konyagin, y por Shkredov. La conjetura, que se atribuye a Odlyzco,
afirma que se puede sustituir ep®/4 por ep'/?*¢ para cualquier € > 0 y alguna cons-
tante ¢ = ¢(g) > 0.

Vamos a seguir las ideas de [5]. Podemos asumir que p es un nimero grande y
que A Z 0 (mdd p), ya que la afirmacién es trivial en caso contrario. Consideremos
la congruencia aditiva ternaria

§° —g¥ — AP FgP Tt = (méd p); 1<z,y,2,t< 2[p3/4]. (6)

Si demostramos que esta congruencia tiene soluciones, esto implicara que la con-
gruencia
g + gV = X (méd p)

también tiene soluciones y de aqui se seguird la afirmaciéon con ¢ = 6.
Con este fin, aplicamos el Lema 1 para los sistemas de enteros

u = gpflfzgpflft; 1<z2,t< 2[]33/4],
v=yg" =g 1<zy<2p’.
Denotemos L = 2[p*/4]. Cuando n recorre los enteros del intervalo 1 < n < L, los

nimeros ¢g" (asf como los niimeros gP~1~") recorren sistemas de nimeros enteros
distintos médulo p. Entonces, segiin el Lema 2, tenemos

§ : eQTrzau/p

Por otro lado (ver la igualdad (5))

Z

< +/pL? = p'/2L.

1<a<p 1

2miav/p

En particular, tenemos 7' > 0.

4.2. DISTRIBUCION DE LAS POTENCIAS DE UNA RAIZ PRIMITIVA

Ahora demostremos el resultado de Vinogradov que mencionamos al inicio de
esta seccion.

AFIRMACION 2. Sean N < p — 1, M < p enteros positivos. Entonces la cantidad T
de los términos de la sucesion

9.9%.6% ..., g"
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cuyos minimos residuos positivos modulo p son menores o iguales que M se expresa

por la formula
NM 1/2

T= W + O(p'/?log? p).

DEMOSTRACION. En el Lema 1 tomemos m = p, y los sistemas de enteros
u=g,9",...,9"; v=12..., M.

Entonces, combinando el Lema 1 con el Lema 3, deducimos que

NM
T = —— 4 O(Rlogp),
p
donde
— 2miag” /p
x| Z ‘

Para concluir la demostraciéon basta con probar que

2mwiag”® /p

= O(p"/?logp).

Esta estimacion se puede establecer a través de los siguientes pasos.

Paso 1. Sean 1 <a <p—1,1<b < p— 2. Veamos primero que el moédulo de
la suma
p—1 -
= Z 2 (= 225)
r=1

no depende de a. De hecho, sea t un entero tal que a = g* (mdd p). Entonces

2772(‘7 + b”l)

Haciendo el cambio de variable x — x — t obtenemos que |S(a,b)| = |S(1,b)|. Utili-
zando esta observacion deducimos que

-1

(p—1)|S(a,b)|? Z|Sab Z

a=0

p—1

- rag” bx
§ :62771(—1) +227)

r=1

=p(p—1).

Entonces, |S(a,b)| = p'/2.
Paso 2. Observemos que

N
2miag” /p __ eZ'mag /p
S =g (oL

p—1

N
2627”!7 z—z)/(p— 1)) ,

blzl
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ya que la expresion dentro del paréntesis es cero o uno dependiendo desi N <z < p
o1 <z < N. Entonces,

N

2 e27r1ag /p

r=1

p—1
e2
1

p—
< Z mi( 2 b s

1
p= b 1

r= z=1

Paso 3. La demostracién se termina combinando el Paso 1 y el Paso 2 con el
Lema 3. O

NotA. El resultado de Vinogradov es no trivial cuando NM es mas grande que
p3/21og? p. Se puede demostrar (ver [4]) que de hecho se cumple

NM
T= -t O(p/?1og* (NMp~3/% 4+ 2)),

que es un resultado no trivial cuando NM es més grande que p3/2.

4.3. EcUACION DE FERMAT EN F,

Sea n > 2 un ntmero entero. Utilizando la existencia de raices primitivas en I,
se puede demostrar facilmente que la cantidad de elementos distintos médulo p de
las potencias

2t o, (p-1"

es igual a (p — 1)/d, donde d = (n,p — 1). Vamos a aplicar los lemas de Vinogradov
para investigar la congruencia ternaria aditiva

" +y"+2"=0 (méd p);  1<z,y,2<p-1 (7)
AFIRMACION 3. El nidmero T de soluciones de la congruencia (7) se representa de
la forma
—1)3 1/2
7= P <1+9"p1>; 6] < 1.
p

—1/4

En particular, sin < (p — 1)1/2p , dicha congruencia admite soluciones.

DEMOSTRACION. El Lema 1 aplicado a los sistemas de enteros
u = lna2n7"'7(p_1)n7

v=y" + 2" 1<y,z2<p-1,

sugiere obtener estimaciones superiores para

E 6271'1(11: /p

V:

1<a<p 1
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y para
p—1|p—1p—1 p—1|p-1
W 2 § 627r1a(y"+2n)/10 < E E eQ‘n’my /p
a=1 |y=1z2=1 a=1 |y=1

La expresion W se estima ficilmente, como en (5). Existen varios métodos para
estimar el valor V. Nosotros vamos a utilizar el Lema 2. Para cualquier nimero ¢
coprimo con p se cumple

p—1 p—1

; n s+ T T
2 e27maz /p — § eQﬂ'zt z /p.
=1 =1

Entonces, tomando la suma sobre 1 <t < p — 1, tenemos

p—1 p—1p—1 p—1p—1
2miaz™ /p _ 2mit"a" [p _ 27riau7j/m
e e ,
=1 z=1t=1 u=0v=0

donde v(u) es el nimero de soluciones de la congruencia
t"=u (méd p), 1<t<p-—1.

El Lema 2 implica

1/2U p—1
miaz™ /| < — U= Zu(u)2.
u=0

Observemos que U es igual al nimero de soluciones de la congruencia
" =y" (méd p); 1<z,y<p-1.

Para cada y fijo existen a lo mas n posibilidades para z. Entonces U < n(p—1) y

tenemos
p—1

§ eQﬂ'zaz /p

Acerca de W, agregando y restando a la suma el término con a = 0, obtene-
mos facilmente que W < (p — 1)?n. Entonces, aplicando el Lema 1 concluimos la
demostracion. O

<n /2,
1<a<p 1 P

AFIRMACION 4. Sea A # 0 (méd p). El nidmero T de soluciones de la congruencia

" +y" =\ (méd p); 1<z,y<p-1,
se representa en la forma
_1)2 2,1/2
o )(1+9”p ); 9] < 1.
p p—1

La demostracién sigue de la misma manera que la demostracion de la Afirma-
ci6n 3, observando que T = Ty /(p — 1), donde Tj es el niimero de soluciones de la
congruencia

2" +y" = A" (mdd p), 1<z,y,z<p-—1.
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5. SuMAS DE KLOOSTERMAN Y SUS ANALOGAS

Sean a, b enteros, (a,m) = 1. En teoria de nimeros la suma

S = S(a,b;m) i jeattes

z=1
(m,m

se llama suma de Kloosterman. Por trabajos de Weil se sabe que cuando m = p es

un primo, se cumple la estimacién

1S(a,b;p)| < 2p*/2.

Esta tltima estimacién implica (recordemos los Pasos 2 y 3 de la seccién 4) la
siguiente estimaciéon de la suma incompleta de Kloosterman: para cualquier 1 <

N < p, se tiene
N

Z eQﬂ'iam*/p < 2p1/2 Ing

z=1
Utilizando esta estimacion se puede demostrar que, para cualquier constante 0 <
¢ < 1y para cualquier € > 0, si p'/2*¢ < N < py M > cp entonces el nimero T de
las soluciones de la congruencia

*

¥ —y =0 (méd p)
se puede representar como

NM
T = (1+0( °); §=d(e) > 0.
p
En 1995 Karatsuba [9] obtuvo impresionantes resultados en esta direccién. Por ejem-
plo, para cualquier niimero pequenio fijo € > 0, Karatsuba obtuvo estimaciones no
triviales para sumas de la forma

_ 2miax™ /m
W_§ e /m
T

donde x recorre los enteros coprimos con m en el intervalo [1,m*]. Utilizando las
estimaciones de Karatsuba, Shparlinski [11] demostré que para cualquier € > 0 el
conjunto

{z* (mdéd p): 1 <z <[p°]}

forma una base aditiva para F, de orden a lo mas k para algtin k = O(¢~3). Glibi-
chuk [7] redujo esta cota hasta k = O(s72).

Las ideas de Karatsuba y sus resultados fueron utilizados y complementados por
Korolev [10]. Sea X la cantidad de nimeros enteros menores o iguales que N y
coprimos con m. Korolev demostré que si (a,m) = 1y si «, 8 son ntimeros reales
dados con 0 < o < 8 < 1, entonces el niimero T' de soluciones de la desigualdad

*1b
ag{L+x}<ﬁ, 1<z<N, (z,m)=1,
m
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se representa de la forma
T=(08-a)X+0O(NA),

donde
A = (log N)~*/*(logm)"/%(loglog m)*%/%4,

Notemos que dicha desigualdad es equivalente a la congruencia
ax® +br —y =0 (mdéd m), 1<z<N, (z,m)=1; am<y<pm.

El lector puede ver una informacién completa en [1, Capitulo 12].

6. ESTIMACION DE WEIL

Ya hemos visto cémo estimar la suma trigonométrica

p

E e27rw,m /p.

r=1
Una estimacién méas general y méas profunda se debe a Weil.

AFIRMACION 5. Sea f(z) = ap+ a1z + -+ + a,x" un polinomio de grado n > 1 con
coeficientes enteros, a, Z0 (moéd p). Entonces,

p

3 e2nis@)

r=1

< npl/Q.

Utilizando esta afirmacién uno puede deducir la siguiente estimacién (otra vez
recordemos los Pasos 2 y 3 de la seccién 4).

AFIRMACION 6. Sea f(x) = ag + a1 + -+ + apx™ un polinomio de grado n > 2
con coeficientes enteros, a, Z 0 (méd p). Entonces, para cualquier entero positivo

N < p se cumple
N

3 e2rif(@)/

r=1

< np'/?logp.

Con la ayuda de la Afirmacién 5 el lector puede demostrar sin dificultad que si
1 < N <p—1, entonces el nimero T de soluciones de la congruencia

2" +y" 4+ 2" =0 (mdd p), 1<z,y,2z<N,
se representa de la forma

_ Ni(l L logp)

T= L) st

)
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7. UNA CONGRUENCIA ADITIVA CON FACTORIALES

En [6], Garaev, Luca y Shparlinski aplicaron sumas trigonométricas para inves-
tigar varias congruencias aditivas con factoriales. Uno de sus resultados afirma que
cualquier clase residual A médulo p se representa de la forma

nlm! +ny! +nl+ -+ ngr! = A (méd p),

donde
max{n,m,ny,...,nyr} < Cp'3o0/1351, C > 0.

Para demostrar esta afirmacién se utiliza, en particular, la siguiente estimacién de
una suma doble trigonométrica con factoriales:

N N
E E e?ﬂ'ian! m!/p

n=1m=1

, — O(NS/11,1/8Y
| Jndx O( p’°)

Recordemos que la conjetura es que existe un entero positivo k tal que para
cualquier ntimero primo p el conjunto

{n! (méd p): 1<n<p)

forma una base aditiva para I, de orden a lo mas k.

8. METODOS COMBINATORIOS

Sea p un numero primo grande. Recordemos que para cualquier raiz primitiva g
se cumple la estimacion

= O0(p'?logp).

max
1<a<p-—1

N
; x
E 627r7,ag /p
r=1

En particular, utilizando las técnicas propuestas se puede deducir que para cualquier
e > 0 existe un entero k = k(&) tal que toda clase residual se puede representar como
suma de k elementos del conjunto {¢® (méd p) : x < N}, donde N = [p'/2*¢]. En
otras palabras, este conjunto es una base aditiva para IF, de orden a lo méas k. La
pregunta natural es si se puede obtener la misma afirmacién para un nimero N
de orden més pequeiio que p'/2*¢. Utilizando métodos combinatorios, Glibichuk [7]
demostr6 que si A, B C F,, con |A||B| > 2p, entonces el conjunto AB = {ab: a €
A, b € B} es una base aditiva para F,, de orden a lo més 8. En particular, tomando

A=B={g" (médp): 1<z <[15p"?]},

se sigue que el conjunto {g* (méd p) : = < 3p'/?} es una base aditiva para F,, de
orden a lo més 8 (de hecho, Glibichuk demostré una afirmacién més fina, ver [7,
Corolario 5]).
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Ahora recordemos la famosa estimacién suma-producto de Bourgain, Katz y
Tao [3], y Bourgain, Glibichuk y Konyagin [2]: para cualquier constante 0 < ¢ < 1
existe § = d(c) > 0 tal que si A C F,, con |A| < p°, entonces

|A+ Al + |AA| > |A]MFO.

Tomando A = {¢g* (méd p) : 1 <z < [p°]} con un pequeiio € > 0, iterando la
estimacién de suma-producto y aplicando el resultado de Glibichuk obtenemos que
para cualquier fijo € > 0 existe un entero k = k(e) tal que el conjunto

{g" (méd p): 1 <z <[p°]}

forma una base aditiva para I, de orden a lo més k. En relacién con estos resultados
también es preciso mencionar el importante trabajo de Glibichuk y Konyagin [8].
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