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Pregunta dia lunes.

¢(Cuadl es la forma topoldgica de un polinomio
f:C,—C,?

el comportamiento topoldgico,

forma = B
su geometria.



Existen nimeros 2—dimensionales

C.




TN

Llamamos a T el traductor.

R? = {

={(;2)}

es una biyeccién

es un isomorfismo de R—espacios vectoriales
T — es una isometria de espacios métricos

es un homeomorfismo de espacios topolégicos

es un isomorfismo de campos algebraicos



Ejemplo 1.

=w

ZZ

—
x+iy — (=) +2ixy

Z




Ejemplo 2.

Z — =W
x+iy — x+iy




Ejemplo 3.

1—Z=w




Ejemplo 4.

z — 2=w

x+iy — (3 —=3x2) +i(3x%y —y?)




Definicion. Punto critico y valor critico de un polinomio.

Dado un polinomio

fZ@z—>@w

—agtaz+m?+... va ', n>2

@ 7p € @Z es un punto criticode f si f'(z0) =0,

o wy € C, es un valor criticode f si f (z0) = wo.




Y

Figure : Puntos criticos 79, z; y valores criticos wg, w; de un polinomio
cubico.




Definicién. Trayectoria de Jordan.

Una trayectoria I' C C de Jordan es:

cerrada simple y

divide la esfera en dos componentes conexas disjuntas homeomorfas
al disco.

Cada componente conexa de C,, — I" es llamada una regién de Jordan.




Algoritmo para la construccion de un
mosaico M en C,

a partir de un polinomio
f: @Z — @W

de grado n > 2.




Paso 0.

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Considerar f : @Z — @W de gradon > 2.

Localizar el conjunto de puntos criticos de f
{Z17Z25"'7ZZ}QCZ7 Kgn_l

Calcular el conjunto de valores criticos de f

% = {w1 =F(a), w2 =f(@2);, we =f(z0)} € .

Seleccionar una trayectoria de Jordan I' C @w orientada que
pase todos los valores criticos de f e infinito

Wiy.e. .oy, Wp, 0O
siguiendo el orden de las etiquetas establecidas en Ry.




Paso 4. Elegir colores (azul y rojo) para las dos regiones de Jordan
(llamadas teselas ) de C,, — I'.

Paso 5. Asignar color a cada punto z € (@Z — £ YT) mediante las
siguientes reglas

ezcC,esazul si f(z) € C, esazul,

ezcC.esrojo si f(z) € C, es rojo.




)
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Figure : Puntos criticos.
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Figure : Valores criticos.

(Cm



ee CZ co (C’U)
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Figure : Eleccién de una trayectoria de Jordan I'.
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Figure : Elegir colores en el contradominio.



Figure : Elegir colores en el contradominio.
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Figure : Asignacién de colores en el dominio C,.



Definicion. Mosaico y teselas.

Un mosaico M en la esfera C, es una familia finita de regiones de
Jordan

{m}cC
que llamaremos feselas, tales que

a) toda tesela 7; € M es homeomorfa a un disco abierto,

b) @Z es union de la cerradura 7; de todas las teselas,

c) para dos teselas 7;, 7 € M con j # k, sus cerraduras cumplen que

un punto

un arco simple

un conjunto de puntos y arcos simples
vacio.

Sl
D
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Ejemplo.

Consideremos el polinomio

~

f: (Ez — C,
I+ Zz.
El tnico punto critico finito de f es z = 0, su valor critico es f(0) = 0.

Elegiremos la trayectoria de Jordan I C @w como el meridiano
correspondiente al eje real.
Al calcular f~!(I") el mosaico determinado por f es:




Figure : Mosaico determinado por el polinomio f(z) = z* de grado 2.




Figure : Mosaico determinado por el polinomio f(z) = z> de grado 2.

Teorema (Arthur Cayley 1821-1895).

¢ Para todo polinomio f de grado 2, el mosaico determinado por f es
como el de la figura,

salvo homeomorfismos que preserven orientacion.

“Arthur Cayley; The Newton-Fourier Imaginary Problem. Amer. J. Math. 2
(1879), no. 1, 97.

<
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Un polinomio de grado 2

Figure : Zoolégico de mosaicos.



0

Un polinomio de grado 3

0

Un polinomio de grado 3
Un polinomio de grado 2 L L

Figure : Zoolégico de mosaicos.



Un polmom.u de grado 3

Un polmumlo de grado 2 Un pnlnwmlu de grado 3

Un polmonuu de grado 4 Un nulmulmo de grado 4 Un |mhm)m|n de grado 4 Un |m!u\mnm de grado 4

Figure : Zoolégico de mosaicos.




Mas preguntas.

o ;De qué elementos depende la construccién de los mosaicos?




Mas preguntas.

o ;De qué elementos depende la construccién de los mosaicos?

o ;Cudntos mosaicos existen a grado fijo?




Mas preguntas.
o ;De qué elementos depende la construccién de los mosaicos?

o ;Cudntos mosaicos existen a grado fijo?

o ;Podemos definir alguna relacion de equivalencia en el espacio
de mosaicos ?




Mas preguntas.
o ;De qué elementos depende la construccién de los mosaicos?

o ;Cudntos mosaicos existen a grado fijo?

o ;Podemos definir alguna relacion de equivalencia en el espacio
de mosaicos ?

e ;Hay un nimero finito o infinito de clases?




Mas preguntas.
o ;De qué elementos depende la construccion de los mosaicos?

@ ;Cudntos mosaicos existen a grado fijo?

@ ;Podemos definir alguna relacion de equivalencia en el espacio
de mosaicos ?

e ;Hay un nimero finito o infinito de clases?

o ;Cudl es la estructura del espacio de mosaicos?




Un polinomio en (EZ de grado n

4

{ Todos los polinomios en C. de grado n }

{Todos los polinomios en C. de grado n}

~




Un mosaico en (@Z para n fijo
ll ~
{Todos los mosaicos / en C, para un n fijo}

4
{Todos los mosaicos 1 en C. para un z fijo }

~

@ ;Son “iguales” el espacio cociente de polinomios y el espacio
cociente de mosaicos?




Pregunta dia lunes.

(Cual es la forma topologica de un polinomio
f:C,—C,?




Pregunta dia martes.

(Qué caracteristicas debe tener un mosaico fH
en la esfera de Riemann C, para ser determinado
por un polinomio

f:C,— C,?




Recordando el algoritmo para construir mosaicos.

Figure : Puntos criticos.
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Figure : Valores criticos.
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Figure : Eleccién de una trayectoria de Jordan I'.
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Figure : Elegir colores en el contradominio.



Figure : Elegir colores en el contradominio.
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Figure : Asignacién de colores en el dominio C,.



Definicion. Grafica.

Una grdfica G es un par ordenado G = (V, E), donde:

@ V es el conjunto de vértices y

o E es el conjunto de aristas entre parejas de vértices.

La valencia de un vértice es el nimero de aristas incidentes en el
vértice.




Observaciones.

0 (C w




Observaciones.

0

e La trayectoria de Jordan I' es una grafica orientada en @W con el
conjunto de vértices Vr = $Ry,

donde cada vértice w; € Vr tiene valencia 2 y

el conjunto de aristas E es igual a los arcos de I" que unen w; con

Wit1.

v




Observaciones.

oo (Cz 0 (Cm

o f/~!(I") C C, es una gréfica orientada en C,
con el conjunto de vértices Vy—1 ) = f -1 Ry)y
el conjunto de aristas E;-1r =f(E).




Observaciones.

e Los vértices en V1 () siempre tienen valencia par.




Observaciones.

e Los vértices en V-1 con valencia mayor o igual a 4 corresponden
a puntos criticos de f.
Existen otros vértices en V;—1 () que tienen valencia 2.

Todas las teselas en C, tienen un vértice (co) en comun.

y




Definicion (multiplicidad de un punto critico).

Dado un polinomio

f:@z—>@w

zr—>ao+alz+azzz+...—l—anz", n>2,

la multiplicidad v; de un punto critico z; € C, de f es:

analiticamente —— el nimero de derivadas consecutivas de f
que se anulan en z;.
@) =f"(@) = =f"z) =0,
fri(z) #0

geométricamente —— el niimero de giros menos uno
de f en z; (local).

Donde el nimero de giros es el nimero de veces que el ciculo unitario
cubre al circulo unitario bajo f.
i




Observaciones

2w +1) {

e La imagen inversa f~!(T") presenta el siguiente fenémeno local:

si se considera un trozo de I' que pasa por un valor critico w;,
entonces la valencia del punto critico z; es 2(v; + 1), donde v; es la
multiplicidad del punto critico z;.




Definicion (multiplicidad de un punto critico z;).

analitica geométrica lenguaje mosaicos
multiplicidad nimero de derivadas nimero de giros valencia del
del punto z; consecutivas que se anulan en z; defengz vértice z;
(zi,vi) i vi+1 20y + 1)




Observaciones

° @Z — f~1(T") determina 2n teselas en @z, donde hay n de cada color.

(Cual es la interpretacion analitica de n?




Resultado del algoritmo.

un polinomio
ap+ a1z + @ + ... + a2

4

un mosaico

Mm




Pregunta.

(Todos los mosaicos en la esfera C, provienen de un polinomio?




¢ Todos los mosaicos en la esfera C, provienen de un polinomio?




(Todos los mosaicos en la esfera C, provienen de un polinomio?

0
Alternancia en colores




(Todos los mosaicos en la esfera C, provienen de un polinomio?

0
Alternancia en colores




(Todos los mosaicos en la esfera C, provienen de un polinomio?

0 0
Alternancia en colores n teselas rojas

n teselas azules
Todas las teselas tienen un vértice en comuin




Condiciones necesarias que deben cumplir nuestros mosaicos.

@ El numero de teselas es par.
© Alternancia en los colores de las teselas.

© Todas las teselas se intersectan en un mismo vértice (00).

| A\

Pregunta.

(Depende el mosaico M de la cantidad de puntos criticos de /'y sus
respectivas multiplicidades?




Observacion.

El nimero de mosaicos distintos topoldgicamente para el espacio de
polinomios de grado n estd acotado inferiormente con las particiones
del nimero n — 1.

Recordemos: Una particién de un nimero entero positivo z es una
secuencia de nimeros enteros positivos ny, ny, . . ., ny tal que
n>n>...z2ny npt+n+...+n=n




Definicion.

El discriminante de un polinomio f(z) = ap + . .. + an,z" es

1

D(f) = (-)"V R (7. 1)

donde R(f,f") se conoce como la resultante de f y f”.

El polinomio f tiene raices multiples si y s6lo si el discriminante es
cero.




Matriz resultante R(f, ).

dap ay—1 apn—»2 ap 0 oo (0)
0 an ap—1 Aap—2 ap 0 - 0
0 0 0 a ay_1 apn_> -~ ag
nay, (n—1)a,_; (n—2)a,_» la; 0 e 0
0 nan (n—1)ay—1 (n—2)ay—p - la; 0 - 0
0 0 0 na, (n—1)a,—1 (n—2)ay—y -+ lay




Discriminante para polinomios de grado n = 2, 3.

f(z) = ap + a1z + ax
)
D(f) = a7 — 4azay.
f(z) = ap + a1z + ax7* + asz
\

D(f) = a3a} — 4aza; — dadag — 27a3a5 + 18azarayag.

3

(Por que me interesa el discriminante®?

“Gabriel Katz; How fo solve algebraic equations, or a remarkable geometry of
discriminant varieties. Expo. Math. 21 (2003), 219-261.




0 Cu

f grado 3
3>
1 punto critico multiplicidad 2
2 &
f grado 3
>
2 puntos criticos simples

Figure : Dos mosaicos de grado 3 que no son equivalentes topolégicamente.

oo C.
0

o G,
0




Definicion. Equivalencia topologica entre mosaicos.

Dos mosaicos M, M, en C, determinados por f, g respectivamente
son fopoldogicamente equivalentes si existe un homeomorfismo que
preserva orientacion

~

w:@Z—HCZ

tal que el diagrama conmuta




Lema, a la Cayley.

Hay 2 mosaicos topolégicamente distintos
para polinomios de grado 3.

o0 oo
0 0
9 1,1

)




Pregunta, a la Cayley.
(Hay exactamente 3 mosaicos topoldgicamente distintos

para polinomios de grado 4?
[o¢] oo
. oo .
0 0
3 1,1,1

0
2,1

3




La respuesta es NO.

1,1,1 1,11




Resumen hasta el momento.

e Dado un polinomio f de grado n > 2, éste determina un mosaico en
C; que depende de la eleccion de la trayectoria de Jordan I'.




Resumen hasta el momento.

e Dado un polinomio f de grado n > 2, éste determina un mosaico en
C, que depende de la eleccién de la trayectoria de Jordan I

¢ El nimero de mosaicos distintos topolégicamente para un
polinomio de grado n > 2 estd acotado inferiormente con las
particiones del nimero n — 1.




Resumen hasta el momento.

e Dado un polinomio f de grado n > 2, éste determina un mosaico en
C; que depende de la eleccion de la trayectoria de Jordan I'.

¢ El nimero de mosaicos distintos topolégicamente para un
polinomio de grado n > 2 esta acotado inferiormente con las
particiones del nimero n — 1.

¢ Si el ndmero de valores criticos del polinomio f es mayor o igual a
tres, hay mds de un mosaico correspondiente a una misma particion.

v




Problemas para no dormir.

e ;Como depende un mosaico M en @Z, proveniente de un polinomio
f, de la eleccion de la trayectoria de Jordan I'?

e ;Como demostrar que si el nimero de valores criticos del polinomio

f es mayor o igual a tres, hay mas de un mosaico correspondiente a
una misma particién?

e ;Dada una coleccién de puntos criticos y sus respectivas
multiplicidades
(Zla Vl)a (ZZa VZ)a 0oy (Zka Vk)a

existe un mosaico M en C, que provenga de un polinomio f con estos
puntos criticos y estas multiplicidades?




Pregunta dia martes.

(Qué caracteristicas debe tener un mosaico fH
en la esfera de Riemann C para ser determinado
por un polinomio

f:C,— C,?




Pregunta dia miércoles.

(Qué significa que una funcién meromorfa
esta localmente controlada por un nimero entero y

globalmente determinada por una coleccion finita

de nimeros enteros?




e ;Dada una coleccién de puntos criticos y sus respectivas
multiplicidades
(Zh Vl); (Z27 V2)7 ey (Zk7 Vk)7

existe un mosaico M en C, que provenga de un polinomio f con estos
puntos criticos y estas multiplicidades?




I :
f(@) =TIz (z = z)"
~U operador integracion
f@) = [Tl =z — z)"dz + ¢
U« aplicar el algoritmo

mosaico M proveniente de f.




[N

5
Wl

0.5

0.0

00 05 1.0 5 2.0 » <

Figure : Una familia de funciones C*°, parametrizadas por v € R™

'Richard Courant, Fritz John; Infroduccién al Cdlculo y al Andlisis Matemdtico
Vol. 1. Limusa, México (1979).



Consideramos

(u(x,y),v(x,y)) : U C R? — R?.

(Qué significa (u, v) holomorfa?



El limite
flz+1) = f(z)

)= Jim,

h
existe.
1 + iv cumple f se expresa como

Cauchy—Riemann una serie convergente

oo

Uy = 1,

{ ul = y.” flz)= E a,(z — z)k.

LU k=0

(11,0) es de clase C" real Para toda v C D(zor) cerrada

v Df es C-lineal. f fl2)dz =0.

&
f(z0) se expresa como
LA,

(o) = 27 5 T iy

¥ C D(2p,r) encierra a z
con sentido positivo.




Ficil +— Z={...,—2,—-1,0,1,2,...}

f):QcC — C
Dificil +— z — u@) +v—1v(z)

:ao+alz—i—a2z2+...

la serie es convergente.



La idea de “formas normales”.

M = {objetos O}
G=ungrupog: O — O’

Existe (por teorfa de conjuntos) el espacio cociente

M
7TM—>E

O — [O]

M<—%:]—“N

Orm +—— [O].

iEso me suena al curso de Abel Castorena!



Ejemplo 1.

M = {tridngulos rectangulos}
G = traslaciones y homotecias.
M/G= ...

| A

Ejemplo 2.

M = {cénicas en R?}
G = traslaciones y homotecias.
M/G= ...

Ejemplo 3. Ecuaciones de difusion acopladas (;Victor Brena !).

Uy = DU + AU(1 — {) — BUV}
V; = DUy, —DV + CUV.
N ——

difusién ley de accién de masas




Ejemplo 4.

Problema en bruto.

¢Cuéntas funciones lineales A : R — R? hay?

@ muchas,
o R4,

@ un espacio vectorial de dimensién 4,




Problema (geometria—algebra).

Consideramos los cambios de coordenadas lineales

GL(2,R) = {B : R? — R? | invertible}.

Definicion. Equivalencia de funciones lineales.

Dos aplicaciones lineales A1, A, son iguales esencialmente si
existe un cambio de coordenadas lineal B € GL(2,R) tal que

Ay = BA;B™!,
i.e. el diagrama
RZ Al RZ
B—IT lB
R? R?
A

conmuta.




(Cudntas aplicaciones lineales
A:R?> — R?
iguales esencialmente hay?

Dos respuestas ...



Respuesta 1 (topologia—algebra—-geometria).
Hay 7 familias, ellas forman un plano

R? = {(traza, det)},

con una parabola
{(traza)* — 4(det) = 0}

donde la descripcioén es no Hausdorft.









Traza Valores Vectores Forma
Rango Vs. propios propios canénica
determinante BAB~!
det > 0 todo
i) 2 (tr)* — 4det = 0 A eR - {0} v € R? — {0} (3 g)
det #0
i) | 2 | (M2 —ddet>0 | A, }a €R—{0} | v, we R2— {0} ( N Aoz )
AL#E X
det > 0
i)y | 1 | (@r2—dder=0| reR-{0} v € R? — {0} (3 ;)
det >0 a+v—18, ningiin
iv) 2 (tr)> —4det <0 | a—+/—1B8€C, | veR>-{0}, ( g _f )
B#0 w, w € C* — R?




Traza Valores Vectores Forma
Rango Vs. propios propios canénica
determinante BAB~!
det =0 A, A2 €R,
v) 1 r#0 AL #£0 v e R? — {0} (Aol 8
A =0
det =0 A, A €ER, ningin
vi) 1 tr=0 A =0=X | veER?- {0} (8 (1)
det =0 A, A €R, todo
vii) 0 tr=0 A =0=X v e R? (8 8




Figure : Formas normales de Jordan dependiendo de los valores de la traza y
el determinante.




Respuesta 2, platicada . . .

Una funcién lineal A : R — R?
estd esencialmente determinada por dos nimeros;

sus valores propios Aj, A € R

(traza, det) € R?,

si bien hay unos pocos casos donde un solo nimero basta.



Ejemplo 5. El nuestro.

Problema en bruto.
(Cuantas funciones holomorfas (meromorfas)
f:QcC— CU{o0}
hay?
@ una infinidad,

@ R,

@ /es un espacio vectorial. . .?




Problema (analisis—geometria—algebra).

Consideramos los cambios de coordenadas holomorfos
(biholomorfismos locales)

Biholj,.(C) = {h: Q) C C — Qy C C| holomorfa e invertible },

ellos son de la forma

h(z) = ap+aiz+ @z +... a; #0,

donde la serie es convergente.



Definicion. Equivalencia de funciones holomorfas.

Dos funciones holomorfas
f] 1 cC— (C,
fo: HbcC—C
son iguales esencialmente si
existen dos cambios de coordenadas holomorfos hy, hy € Biholj,:(C)

tales que
fo = hofih,
i.e. el diagrama
0 CC /i C
h T lhz
0, cC C
el

conmuta.




Respuesta.

| N

Teorema. Ver Reinhold Remmert pag. 284.
Una funcién holomorfa o meromorfa

ficC — Cu{oo}

a
z — |—Z‘+...+ao+alz+azzz+...
z

es igual esencialmente a

Z¥:D(0,e) CC — CU{oo}
F4 — ¥ '

Donde v € Z es la potencia a la izquierda en f(z).

’Reinhold Remmert; Theory of Complex Functions, Springer—Verlag, New York
(1991), p. 285.



Analisis.

Teorema. Ver Reinhold Remmert pag. 284.

Una funcién holomorfa o meromorfa

f:9cC — CuU{oo}

- +...—i—a0—|—a1z—|—azz2—i—...

Z = =
le"

es igual esencialmente a

77 :D(0,e) CC — CuU{o0}
z — Z7 '

Donde v € Z es la potencia a la izquierda en f(z).

Una funcién meromorfa (local) esta esencialmente determinada por
un ndmero.



Topologia.

Figure : El valor absoluto de v es el giro local de la funcién.







Pregunta dia miércoles.

(Qué significa que una funcién meromorfa
esta localmente controlada por un nimero entero y

globalmente determinada por una coleccion finita

de nimeros enteros?




Preguntas dia jueves.

(Para funciones
f:R" — R,
de clase C*° existen mosaicos ?

(Qué coincidencias
(es decir, condiciones afortunadas)
presentan las funciones holomorfas

A~ A~

f:C,—C,
que permiten asociarles mosaicos 91?




Figure : La esfera de Riemann C.




La esfera de Riemann C posee coordenadas

C,U{cc} =C
Z

C,uU
En resumen, la esfera de Riemann Ces
1

7——=w
F4

A

8§\~

1
7= —<—w
w v




Figure : Dos vistas de z — 1/z.




(Para qué sirve este trabalenguas?

iEs posible calcular la derivada de
z—rz2enz=00!
Andlogamente, jes posible calcular la derivada de
z+— f(z) en z = oo!







w — =
w w2
d
—(w?) = 2w|y=0 = 0.
dw w=0 !

Tramposo, tomaste una muy fécil.




1 aqbre. (1) 1 ! 2
W w2 1 a?4bztc a (_) +b <_> +c 12 w .
w w w a+ bw + cw

d w? _ 2aw + bw _ 0
dw \a+bw+cew? /| _,  \(a+bw+cn?)? N

w=0




<>

< N

© oo

500

Figure : Forma normal de las funciones meromorfas en C.




Figure : Forma normal de las funciones meromorfas en C en lenguaje de
mosaicos.

y




De vuelta a los mosaicos.

L8 o S
/1 7

bW
D

v

)

(

Lt )
/=3

Figure : Superficie de Riemann asociada al mosaico # proveniente de un
polinomio f de grado 3 con dos puntos criticos distintos.




¢(Para funciones de clase C*° no holomorfas

f: R” —>R’Z v’

existen mosaicos ?




Ejemplo 1.
Ry 4
wo ¢
w1 ¢
> R,

Figure : Mosaico para una funcién C* no holomorfa en R.




Ejemplo 1.

Ry

wo , ¢

Y

Figure : Mosaico para una funcién C* no holomorfa en R.




Ejemplo 1.

Ry

Wo

Y
~
8

Figure : Mosaico para una funcién C* no holomorfa en R.




Observacion.

Un polinomio real
f R, — R,

de grado 3, requirio tres colores en el contradominio
y el mosaico en R, esta bien definido.
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Figure : Mosaico para una funcién C* no holomorfa en R.




Ejemplo 1.

Figure : Mosaico de un polinomio f : @z — (EW de grado 3 con dos puntos
criticos distintos.
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Para una funcién f : R)%y — R2, de clase C*° no holomorfa, también
tiene problemas.

Ejemplo 2. El doblez.
Consideremos f R}zcy . Riv

(%) — (x,5).

Bl

g

Figure : Existen puntos en R2, que no son cubiertos por f.

*Radmila Bulajich, Santiago Lépez de Medrano; Teoria de singularidades. Una
introduccion elemental. Aportaciones Matemadticas Comunicaciones 15 (1995),
355-564.



Ejemplo 3. La cuspide.

Consideremos f: R2 R2
© Dy uv

(x,y) — (x,5° +xy).

Figure : Existen puntos (uo,vo) € R2, con 1, 2 o 3 preimagenes; no hay
grado (como ocurre para f : C — C polinomial).

“Radmila Bulajich, Santiago Lépez de Medrano; Teoria de singularidades. Una
introduccion elemental. Aportaciones Matemadticas Comunicaciones 15 (1995),
355-564.



Historia del problema.

o Los protocolos de Felix Klein (1849-1925).

Eugene Chislenko, Yuri Tschinkel: The Felix Klein Protocols.
Notices of the AMS 54, No. 8, 960-970 (2007).




o Gustav Elfving (1908-1984).

A=

Gustav Elfving: Uber eine klasse von Riemannschen flichen und
ihre uniformisierung. Acta Soc. Sci. Fennicae, N. Ser. A 2,

No.3, 1-60 (1934).
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@ William Thurston

(Coémo es el comportamiento global de una funcién racional?
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Figure : Alvaro Alvarez Parrilla (Ensenada), Jesus Muciio.
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