UN TEOREMA DE TRASCENDENCIA EN NUMEROS

H#
En estas notas se demuestra, siguiendo a Serge Lang, una version débil del siguiente resultado:

TeoreMA (de las seis exponenciales). Si {1, 2} v {z1,22,23} son subconjuntos de C que son
linealmente independientes sobre Q, entonces al menos uno de los niimeros
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es trascendente.

1. PRELIMINARES

Lema 1.1 (C. L. Siegel, 1949). Sea
anxy + -+ ax, =0,
(1)
anXx1 + -+ a,x, =0,
un sistema de r ecuaciones lineales en n incognitas donde cada uno de los coeficientes a;; es un niimero

entero. Supoéngase que A > 1 es tal que |a;;| < Aparacadal <i<rycadal < j<n.Sin>r, entonces
el sistema admite una solucion no trivial z := (zy, ..., z,) € Z" que satisface lo sig.:

1Zlleo := méx |zj| < 2(nA)".
1<j<n

_____

Como cada una de las entradas de C es un ntimero entero, se cumple que C manda Z" en Z'.
Ahora bien, para cada H € IN, denotemos con Z"(H) al subconjunto de Z" conformado por
aquellos x € Z" tales que |[x/lo < H. En vista de que para todo x € Z"(H) y 1 < £ < r se verifica
que

lagixs + -+ + agux,| < nAH,
tenemos que la imagen de Z"(H) bajo C es un subconjunto de Z’(nAH). Luego, puesto que
|Z"(H)| = 2H + 1)" y |1Z'(nAH)| = (2[nAH] + 1)’, se tiene que si
) nAH + 1) < H + 1)",
entonces Clz: ) no es inyectiva. Esto permite garantizar la existencia de x, y € Z"(H) (distintos)

tales que C(x) = C(y); de esta igualdad y la linealidad de C se sigue que z := x—y es una solucién
no trivial de (1) cuya norma infinito es

€) [zlleo < lixlleo + llylleo < 2H.
Para concluir la demostracién, basta notar que, eligiendo 2H como el tinico ntimero par tal que
(mA)i= —1 < 2H < (nA)i= +1,
se satisface la desigualdad en (2), tal como lo constatan los célculos siguientes:
QnAH + 1) < mAY (2H + 1) < @H + 1)""H + 1)’ = (2H + 1)".
O
Lema 1.2. Siry,..., 1, son niimeros complejos distintos, entonces las funciones f;: C — C definidas por
fi(t) = €' (para cada t € C) son linealmente independientes sobre C.

j:¢]osé Herndndez Santiago || email: stgo@matmor .unam.mx || Morelia, Mich., 17-18 de noviembre de 2016.
1



2 UN TEOREMA DE TRASCENDENCIA EN NUMEROS

Demostracion. Es un ejercicio sencillo de dlgebra lineal. m|

Definicién 1.1. Decimos que las funciones f, g: C — C son algebraicamente independientes (sobre
C) si para cualquier P € C[x, y] \ {0} resulta que P(f, ) no es la funcién cero.

Proposicién 1.1. Si a, f € C son linealmente independientes sobre Q, entonces las funciones fy(t) = e
y fo(t) = P son algebraicamente independientes.

Demostracion. Supongamos que P(x,y) = }; a;ix'y/ € C[x, y] es tal que P(e*,ef") = 0 para todo
t € C. Se sigue de esto que
0= P(e"‘t, €‘Bt) = Z ﬂi,je(ai-'—ﬁj)t.
ij
Como a y f son linealmente independientes sobre Q, los ntimeros 7;; := ai + j € C son todos
distintos. Aplicando el lema anterior, obtenemos que cada uno de los 4;; es igual 0, de lo cual se
concluye que P(x, y) es el elemento cero de C[x, y]. m]

Proposicién 1.2 (Principio del médulo maximo). Sean D C C una regién y f: D — C una funcion
holomorfa. Si |f| tiene un mdximo local en algiin zy € D, i.e., si |f(zo)| = ||fllu == SUPcy; |f(O)l en algrin
disco U centrado en zy y contenido en D, entonces f es constante.

Demostracion. Supongamos que f no es constante y que |f(zo)| > 0. Puesto que, para cada
z € U se cumple que |f(z)| < |f(z0)l, se sigue que f(U) € Bysy(0). De esto y del hecho de

que f(zo) € f(U) N I(Bjs)(0)) se concluye que f(U) no es un abierto de C, lo cual entra en
contradiccién con lo que establece el teorema de la aplicacion abierta. m|

Corolario 1.1 (Desigualdad de Jensen). Sea f una funciéon holomorfaen {z € C: |z| < R}. Si f(0) # 0
y los ceros de f en Br(0) son z1,zo,...,2nN, entonces’
FOI < lIfllr(lz1 -~ - znl/RY).
Demostracién. Resulta facil convencerse de que
R? - zz,
R(z - z,)
es un nimero complejo de médulo 1 cuando |z| = R. Por tanto,

N 2 =
3= 10 | xoeas
n=1 n

es una funcién holomorfa en {z € C: |z| < R} y |g(z)| = |f(z)| si |z] = R. Aplicando el principio del
modulo maximo a la funcién g se obtiene que

8@ < lIfllr,
de lo cual se concluye que
IFO)RN = |g(0)][z1 - - - zn] < l|fllrlz1 - - zl-
O

Corolario 1.2. Sea f como en el corolario anterior. Para v > 0, dendtese con v(r) = v(f, r) al niimero de
ceros de f, contados con multiplicidad, en {z € C: |z| < r}. Se tiene entonces que

R
v(x)
f — dx <loglfllr ~log f(O)l
0
fCon |l fllr denotamos en lo sucesivo al valor maximo de |f| en la frontera del circulo de radio R centrado en el
origen.
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Demostracion. Primeramente demostraremos que

1 v
@) sz_f

Parak € {1,...,N}, definase xx: [0,R] — {0,1} como

1 six>|z
Xk(x)={ : il

0 six < |zl

Luego, en vista de que Y1, x.(¥) = v(x), se desprende que

N
Xn(¥) f v(x)
—d = f dx = Xn(x) dx-f —= dx.
MRS D
De (4) y la desigualdad de Jensen se concluye que

R N N

LG _ T _

jo‘ " dx = ;(logR log |z,|) = log(lz1 — ‘ZNl) < log||fllr — log|f(0)I.

O

El corolario 1.2 permitird establecer una conexién entre el nimero de ceros de una funcién en
un disco y la tasa de crecimiento de la funcién. Antes de enunciarla es preciso recordar que si f
es funcién entera y p, A, B son constantes positivas tales que

|f(z)| < AePFr

para todo z € C, entonces se dice que f tiene orden de crecimiento < p. Al infimo de todos los
p > 0 que satisfacen lo anterior se le denomina el orden de la funcién f.

Corolario 1.3. Sea f una funcion entera distinta de la funcion idénticamente 0 que tiene orden de
crecimiento < p. Existe C > 0 tal que v(r) < Crf para cada r suficientemente grande.

Demostracién. Puede suponerse que f(0) # 0 pues, en caso contrario, f(z) = z/g(z) para algtn
¢ € N y una funcién entera g que no se anula en z = 0, que también tiene orden de crecimiento
< pytal quev(f,r) =v(g,r) + { para todo r > 0.

Fijemos r > 0. Al aplicar el corolario 1.2 con R = 2r se obtiene que

2r
V) dx > v(r)f %dx = v(r)log 2.

X

2r
log I ~ log O > [

Por otro lado, de la condicién sobre el crecimiento de f se tiene que
log lIfllor < log Ae®®" = log A + (2°B)r’.

Asi las cosas,
log A + (2°B)r? —log | f(0)|
log 2

v(r) <

y la demostracién termina. m|
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2. DEMOSTRACION
Etapa 1. Sean f31, B2, 21, 22, z3 como en la formulacién del teorema. Sean f, g: C — C las funcio-

_ . : f 8 :
nes definidas por las asignaciones ¢ = efi' y t = ef2!. Probaremos, por reductio, que al menos
uno de los seis nimeros siguientes

f(z1) = €M1, f(zp) = P12, f(z3) = '™, ¢(z1) = P2, g(z0) = €722, ¢(z3) = P2
no pertenece a Z. A fines de obtener un absurdo, supongamos lo opuesto. Sean n un cuadrado

perfecto suficientemente grande y r := (4n)?. Apelando al lema de Siegel podemos garantizar la
existencia de x;; € Z, no todos cero, tales que la funcién auxiliar

) Fi= Y xf'g)
1<i,j<r
se anula en cada uno de los elementos del conjunto
7(,1 = {k'ZZ 1< kl,kz,k3 < 7’1}.

Notese que el lema de Siegel se esté aplicando aqui a un sistema de #® ecuaciones lineales en
r* = (4n)’ incognitas; luego, puesto que para los coeficientes se tiene la estimacion

Ifik-2z)g/(k - z)l pliB10e2)+jBa(kc2)]
o1 +IB2D 1Kz
pUB+IB2Dlzlln V3

IAN A IA

%
(6) G

para alguna constante C; > 1, el lema de Siegel indica que los x;; cumplen que

IA

5 n3 5 5
?) xijl < 2(7Cy @R = 2((4n)’Cy s < (2)(47)Cy
para alguna constante C, > 1.

Etapa 2. Lo que se hard a continuacion, a grandes rasgos, es utilizar informacién sobre el
comportamiento de la funcién F en K, para exhibir un w € K := {k - z: ky, k, ks € N} de tal modo
que |F(w)| sea pequeiio y F(w) # 0: estos requerimientos sobre w son clave pues de ellos y del
hecho de que F(w) € Z se obtendréd la contradiccién con la cual culminard la demostracion.

En primer lugar, observemos que de la independencia algebraica de las funciones f y g
se desprende que la funcién F no es idénticamente cero; por otro lado, el supuesto de que
f(z1), f(22), f(z3), §(z1), §(22), g(z3) son nimeros enteros implica que F(K) C Z. Mds atn, se tiene
que:

A. Existe k-z € K tal que F(k - z) # 0.

Dem. A fines de obtener una contradiccién, supongamos que F(k-z) = O paracadak-z € K.

Para r > 0 la desigualdad k|| < -t implica que [k - z| < |k|[|lzl| < 7; en consecuencia,

3
< v(r).

r
{ V3(llzll + 1)

Por otro lado, al ser F es una funcién de orden de crecimiento < 1, el corolario 1.3 implica
que v(r) < Cr para algtin C > 0 y todo nimero r mayor que una constante absoluta c > 0.
Puesto que las estimaciones obtenidas para v(r) dan lugar a una desigualdad que no tiene
sentido cuando r es suficientemente grande, el resultado se sigue.

Vienen a continuacién dos asertos importantes. En los recuadros respectivos bosquejamos las demostraciones
de cada uno de ellos.
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B. El conjunto S := {s € N: F(k-z) = 0 para todo k = (ky, k2, k3) € N® t. q. 1 < ki, ky, k3 < s} tiene
un elemento maximo.

Dem. En caso contrario existe una sucesion s; < s, < s3 < --- de numeros naturales tales
que

Fk-z)=
paracada ¢ € Nycadak-z € K;,. De esto se colige que F(k-z) = 0 para todo k-z € K (lo
cual es absurdo en vista de lo establecido en A): en efecto, sea k-z € K; sim = max{ky, ky, k3}
y £ € N es tal que m < s¢, entonces k - z € K, y, en consecuencia, F(k - z) =

Luego, si s es el elemento maximo de S entonces s > n; ademas, si
w=k-ze K,
se elige de tal modo que k, = s + 1 para algin v € {1, 2,3}, se tiene que F(w) # 0.
Etapa 3. Estimaremos ahora el médulo de F(w) utilizando la siguiente identidad

(8) F(a))—hm( F (t) ) H (-k-z).

tow Hk ZE‘K

Elntimero de factores de cada uno de los productos que aparecen en la identidad es s®. La funcién
que aparece dentro de los paréntesis admite una extensién holomorfa a todo el plano complejo:
consiguientemente, para estimar |F(w)| podemos aplicar el principio del médulo maximo en
el circulo de radio R = s? centrado en el origen. Si ¢ es un niimero complejo de médulo R (y,
digamos®, n > 4(|z1| + |z2| + |z3])?), entonces

s R
t—k-z| > R—|k-z| = s —s(jz1] + 2] + |z3]) = =3
y por tanto
lw —k - z| < 2(|z1] + |zo] + Iz3l)s _3
[t—k-z| — R S%

para alguna constante C; > 1. Asi pues, de (8) y la estimacién™

IFll < PQERCEHCH) < @@ ) < @y < ¢,

se llega a que

S3
log |F(w)| < log ||F|lr + log(c—f’) = (log(C5Cs))s® — %53 logs.
g2

Puesto que la desigualdad en la linea anterior es absurda para s arbitrariamente grande, la
demostracién termina.
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*Aqui es donde cobra sentido el calificativo suficientemente grande con el que se adjetivé a n al inicio de esta
seccion.
*La constante C; proviene de (7) y C4, Cs, Cs son constantes mayores que 1.



