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PREFACIO

En este trabajo se presentan soluciones a los 105 ejercicios que se encuentran en las primeras
cinco secciones del capitulo I del libro de Algebra Lineal de los autores S. Friedberg, A. J. Insel
y L. E. Spence. El objetivo bédsico que se ha tenido durante todo el proceso de realizacion de esta
obra es que ésta pueda llegar a fungir como un complemento a cualquier curso de Algebra Lineal

cuya referencia bibliografica principal sea el mencionado texto de Friedberg, Insel y Spence.

Los ejercicios se presentan siguiendo el orden en que se encuentran en la edicion en espaiol del
libro (para mas detalles sobre tal edicion, ver la entrada [1] de 1a Bibliografia). Algunas soluciones
dependen de ejercicios y/o resultados que se encuentran en secciones previas del libro. Con el fin de
agilizar la lectura del presente trabajo se incorporé un apéndice donde se listan todos los resultados
que Friedberg, Insel y Spence establecen en las primeras cinco secciones del capitulo I de su texto.
Para referirnos a ejercicios resueltos previamente, utilizamos un nimero romano seguido por un
punto y un numero indoardbigo en negritas. El nlimero romano indica la seccion a la que pertenece
el ejercicio al cual nos estamos refiriendo y el numero indoardbigo en negritas indica la posicion
del ejercicio en cuestion dentro de la seccion que lo contiene. Asi, por ejemplo, con la frase “... el
ejercicio II1.24” se estard haciendo alusion al ejercicio 24 de la seccion III de nuestro trabajo. El
nimero romano se omite cuando el ejercicio pertenece a la misma seccion que la pregunta desde la

cual se le invoca.

La notacion que se ha seguido en el presente trabajo es priacticamente la misma que la que
Friedberg, Insel y Spence emplean en su libro. En caso de que surgiera alguna duda en este rubro,
lo méds recomendable—antes de todo—seria consultar [1, pag. 535].

Finalmente, deseo reiterar en este espacio mis agradecimientos a los sinodales, M.C. Jerénimo
Mondragén Sudrez y M.C. Andrés Piedra Charco, por la minuciosa revisiéon que hicieron de este
escrito y por las valiosas correcciones que de una version preliminar del mismo me hicieron lle-
gar a su debido tiempo. Las falencias subsistentes en la obra son, evidentemente, responsabilidad

exclusiva de su autor.

JoSe Juan Rodriguez Vera,
Cd. Altamirano, Gro., agosto de 2015.



Seccion 1. Introduccion

1. Determinar si los vectores que parten del origen y terminan en los siguientes puntos son

paralelos.
(@ (3,1,2) y (6,4,2)
(b) (~3.1,7)y (9,—3,—21)
(©) (5,-6,7)y (=5,6,—7)
(d) (2,0,-5)y(5,0,-2)
Solucion.

(Recuérdese que, de acuerdo con Friedberg, Insel y Spence, dos vectores no nulos x y y son para-
lelos si se cumple que y = fx para algiin ndmero real ¢.)

(a) Los vectores no son paralelos puesto que no existe ¢ € R tal que (3, 1,2) = #(6,4,2). En efecto,
de darse la igualdad anterior se cumpliria que f € R es tal que 3 = 61y que 1 = 4¢; de esto se
seguiria que % =t= ‘1—‘, lo cual es evidentemente absurdo.

(b) Estos dos vectores si son paralelos. Para convencerse de ello basta con notar que la igualdad
(=3,1,7) = (9,3, —21) se cumple al elegir t = —1.

(c) Los vectores si son paralelos pues (5, —6,7) = (—1)(—5,6,—7).

(d) Este par vectores no son paralelos puesto que no existe ¢ € R tal que (2,0, —5) = #(5,0, —2).
En efecto, de la igualdad anterior se desprenderia que el nimero ¢ es tal que 2 = 5ty —5 = —21;

estas igualdades implicarian a su vez que % = % lo cual es absurdo.

2. Encontrar las ecuaciones de las rectas que pasan por los siguientes pares de puntos en el

espacio.

(a) (3,-2,4)y (-5,7,1)
(b) (2,4,0) y (=3,-6,0)
© (3.7,2)y (3,7, 8)

) (=2,-1,5)y (3.9,7)
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Solucion.

(a) Un vector de direccion de la recta que pasa por estos dos puntos tiene como coordenadas
(=5,7,1) — (3,—-2,4) = (—8,9, —3). Luego, la ecuacién buscada es:

(x(2),¥(2),2(2)) = (3,-2,4) +(8,-9,3), re R.

(b) En este caso el vector de direccién es (—3,—6,0) — (2,4,0) = (—5,—10,0). Por lo tanto, la
ecuacion buscada es:

(x(1),y(1),2(1)) = (2,4,0) + (=5, —10,0), 1 € R.

Procediendo de la misma manera que en los incisos anteriores, podemos concluir que las ecua-
ciones de las rectas en los incisos (c) y (d) son las siguientes:

(©)(x(1),y(£),z(t)) = (3,7,2) + £(0,0, —10), € R.
(d)(x(t), y(1), (1)) = (2, —1,5) +£(5,10,2), t € R.

3. Encontrar las ecuaciones de los planos que contienen los siguientes puntos en el espacio.

(@ P=(2,-5-1),0=(0,4,6) y R=(-3,7,1)
(b) P=(3,-6,7), 0 =(-2,0,—4) y R=(5,-9,-2)
(c) P=(-8,2,0), 0 (130)yR=(6,—5,0)

d P=(1,1,1), 0 =(55,5) y R=(-6,4,2)
Solucion.

(a) El extremo final del vector que parte del origen y tiene la misma direccion que el vector que
vade PaQes (0,4,6,) — (2,—5,—1) = (—=2,9,7); de la misma forma, el extremo del vector que
parte del origen y tiene la misma direccion del vector que va de P a R es el siguiente (—3,7,1) —

(2,-5,—1) = (=5, 12,2). Luego, la ecuacion del plano que contiene a los tres puntos dados es
(x,y,2) = (2,-5,—1) +1,(—2,9,7) + t,(—5,12,2), 11,1, € R.

Los incisos del (b) al (d) se pueden resolver ficilmente siguiendo la solucién del inciso (a).
Los resultados finales son los siguientes:

(b)(x,y, Z) = (3, —6,7) + l](—5,6, —11) + 12(2, -3, —9), t,t € R.
(c)(x,y,2) = (—8,2,0) + 1,(9,1,0) + 1,(14,—-7,0), t;,1, € R.
(d)(x,y,2) = (1,1,1) + 1,(4,4,4) + 1,(—=7,3,1), 11,1, € R.
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4. ;Cuales son las coordenadas del vector O en el plano euclidiano que satisfacen la condicion

3 de la pagina 3? Demostrar que esta seleccion de coordenadas satisface la condicion 3.

Solucion.
Afirmamos que las coordenadas del vector O que satisfacen la condicidn 3 de la pagina 3 son (0, 0).

En efecto, sea (aj,ay) € R2. Puesto que
(a1,a3) + (0,0) = (a; + 0,a, + 0) = (a;,a,),

concluimos que (0, 0) cumple la condicién 3 de la pagina 3.

5. Demostrar que si el vector x parte del origen del plano euclidiano y termina en el punto de
coordenadas (a;,a,), entonces el vector tx que parte del origen termina en el punto de coordenadas
(ta), tay).

Solucion.
Como el vector x parte de origen del plano euclidiano y termina en el punto (a;, a,) entonces x =
(a1,a2) — (0,0). De lo anterior se sigue que tx = t[(a;,ay) — (0,0)]. Realizando la multiplicacién
que aparece en el lado derecho de la igualdad anterior tenemos que #(a;, ay) — #(0,0) = (tay, ta,).

Por lo tanto, el vector ¢x parte del origen y termina en el punto (ta,, ta,).

6. Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se bisecan.

Solucion.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que uno de los vértices del paralelogramo es el punto
(0,0) y que ademas uno de sus lados estéd sobre el eje X. Supongamos que el otro vértice que se
encuentra sobre el eje X es (a,0). Si se tiene que uno de los vértices del paralelogramo que se
encuentra fuera del eje X es (b, ¢) entonces por consideraciones basicas de geometria analitica se
puede asegurar que el cuarto vértice del paralelogramo es el punto (a + b, ¢), véase la Figura 1. Lo
que haremos a continuacion es determinar las ecuaciones de las diagonales /; y [, del paralelogra-
mo. Utilizando la férmula punto-punto para la ecuacion de la recta tenemos que la ecuacion de /[

€S
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ylade/; es
c
at b
Para ver en que punto se intersecan estas dos diagonales, empezamos por igualar el miembro dere-

y:

cho de la ecuacion de /; con el miembro derecho de la ecuacion de /,:

biau_“):aib“)
Resolviendo esta ecuacion para x obtenemos que:
_a+b
Xx=—

Sustituyendo lo anterior en la ecuacion de la recta [, se llega a que

¢ a+b c(a+b) _c
YTa1b T2 20a+b) 2
(a+b c)

Asi pues, las rectas [} y [, se intersecan en el punto No resulta dificil convencerse de que

este es precisamente el punto medio de ambas rectas y el resultado se sigue.

Y

(b,c) (a+b,c)

(0,0) (a,0)

Figura 1




Seccion II. Espacios vectoriales

1. Determinar si las siguientes expresiones son falsas o verdaderas.

(a) Todo espacio vectorial contiene un vector cero.

(b) Un espacio vectorial puede tener més de un vector cero.

(c) En cualquier espacio vectorial ax = bx implica a = b.

(d) En cualquier espacio vectorial ax = ay implica x = y.

(e) Un elemento de F" puede ser considerado como un elemento de M, (F).

(f) Una matriz de m x n tiene m columnas y n renglones.

(2) En P(F) solo se pueden sumar polinomios del mismo grado.

(h) Si f'y g son polinomios de grado n, entonces f + g es un polinomio de grado n.

(i) Si f es polinomio de grado n y ¢ es un escalar no nulo, entonces cf es un polinomio de
grado n.

(j) Un elemento no nulo de F puede considerarse como un elemento de P(F) de grado 0.

(k) Dos funciones en F (S, F') son iguales si y solo si toman los mismos valores en cada punto
de S.

Solucion.

(a) Verdadero, puesto que todo espacio vectorial tiene un neutro aditivo (por definicidon) que es
precisamente el elemento del espacio vectorial al cual se le conoce como vector cero.

(b) Falso, en cualquier espacio vectorial hay un tnico vector cero.

(c) Falso, un contraejemplo seria el siguiente: en R?, con respecto a la suma y multiplicacién
por escalares usuales, se cumple que 5(0,0) = 3(0,0) pero es claro que 5 # 3.

(d) Falso, pues si V es un espacio vectorial y 0 denota a su neutro aditivo entonces la igualdad
0x = 0 = Oy se cumple para cualesquiera x,y € V.

(e) Verdadero, los elementos de F"* se pueden escribir como vectores columna y por la tanto
podrian considerarse como matrices de M, (F).

(f) Falso, una matriz de m x n tiene m renglones y n columnas.

(g) Falso, en la definicién de la suma en P(F) no aparece ninguna restriccion sobre los grados

de los polinomios que se suman.
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(h) Falso, un contraejemplo seria la siguiente suma de polinomios x + (—x) = 0.

(i) Verdadero, al multiplicar cualquier escalar diferente de cero por un polinomio se conserva
el mismo grado del polinomio.

(j) Verdadero, puesto que un polinomio de grado 0 es de la forma f(x) = ¢ para un escalar no
nulo c.

(k) Verdadero, por definicion.

2. Escribir el vector nulo de M3,4(F).

Solucién.
El vector nulo de M;3,4(F) es el siguiente

000O00O0
000O00O0
000O00O0

3.Si
1 2 3
M = ,
4 5 6
(cudles son M3, My y Mpy?

Solucion.
Mz =3, My =4y My =5.

4. Realizar las operaciones indicadas.

25—3) (4-25)
(a) +
10 7 5 32

-6 4 7 =5
(b) 3 -21+10 -3
1 8 2 0
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25 -3
o<1 )

6 4
@ -5| 3 —2
18

(e) (2x* —7x +4x+3) + (8% +2x* —6x +7)
() (=3x° + 7x% + 8x — 6) + (2x° — 8x + 10)
(g) 5(2x7 — 6x* + 8x* — 3x)

(h) 3(x° — 2x° + 4x +2)

Solucion.
2 5 -3 4 -2 5 6 3 2
() + =
1 0 7 -5 32 -4 3 9
—6 4 7 =5 1 -1
(b) 3 2|+]10 -3|=13 -5
1 8 2 0 3 8
2 5 -3 8 20 —-12
() 4 -
1 0 7 4 0 28
-6 4 30 —-20
(d) -5 3 21=1-15 10
1 8 -5 —40

(€) 2x* =7 +4x+3) + (8 +2x2 —6x+7) = 2x* + x* +2x* — 2x+ 10
() (-3 +7x* +8x—6) + (2 —8x+ 10) = —x* +7x* + 4
(g) 5(2x7 — 6x* + 8x* — 3x) = 10x” — 30x* + 40x> — 15x

(h) 3(X> —2x° +4x +2) =3 — 6> + 12x + 6

Los ejercicios 5 y 6 muestran por qué las definiciones de suma y multiplicacion por escalares

de matrices (como se definen en el ejemplo 2) son las adecuadas.
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5. Richard Gard (Efectos de los castores en las trunchas en Sagehen Creek, California. J. Wild-
life Management, 25, 221-242) reporta el siguiente nimero de truchas que atravesaron las represas
de castores en Sagehen Creek:

Cruces a contracorriente

Otonho Primavera Verano
Trucha arroyo 8 3 1
Trucha arcoiris 3 0 0
Trucha café 3 0 0

Cruces a favor de la corriente

Otono Primavera Verano
Trucha arroyo 9 1 4
Trucha arcoiris 3 0 0
Trucha café 1 1 0

Registrar los cruces a contracorriente y a favor de la corriente como datos en dos matrices de
3 x 3y verificar que la suma de las dos matrices da el nimero total de cruces (a contracorriente y

a favor) categorizada por especie de trucha y por estacion.

Solucion.

Las matrices asociadas de los cruces a contracorriente y a favor de la corriente son las siguientes:

8 3 1 9 1 4
300y (|3 00
300 1 10
La suma de estas dos matrices es
8 3 1 91 4 17 4 5
S=300|+]30O0]=]6 00
300 1 10 4 10

Puede verse que la matriz S proporciona el nimero total de cruces (a contracorriente y a favor)

categorizada por especie de trucha y por estacion.
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6. Al final de mayo, un almacén de muebles tenia el siguiente inventario:

Americano Medite-

tradicional Espafol rréaneo  Danés
Conjuntos de sala 4 2 1 3
Conjuntos de alcoba 5 1 1 4
Conjuntos de comedor 3 1 2 6

Registrar estos datos como una matriz M de 3 x 4. Con el fin de prepararse para su venta de
junio, el almacén decidi6 duplicar su inventario de cada uno de los rubros anteriores. Suponiendo
que nada de la mercancia en inventario se vende hasta que los pedidos de muebles adicionales
lleguen, se verifica que el inventario disponible después de recibir el pedido estard dado por la
matriz 2M. Si el inventario al final de junio queda dado por la matriz

5312
A=16 2 1 5/,
1 0 33

interpretar 2M — A. ;Cudntos conjuntos se vendieron durante la venta de junio?

Solucion.

El inventario al final del mes de mayo estd asociado con la siguiente matriz:

4 21 3
M=15 11 4
3126

Al decidir la empresa duplicar su inventario, la matriz asociada a éste se convierte en:

8 4 2 6
2M =110 2 2 8
6 2 4 12

La matriz 2M — A representa las ventas en el almacén durante el mes de junio. Ademas, el niimero
de conjuntos de salas (de cualquier estilo) vendidos en ese periodo estd dado por la suma de todas
las entradas de la matriz 2M — A. Puesto que

8 4 2 6 5312 3114
2M—-A=110 2 2 8 |—|6 2 1 5|=14 01 3},
6 2 4 12 1 0 33 52109
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concluimos que el total de conjuntos vendidos en junio es igual a

341 4+14+4+4+0+1+3+5+2+1+9 =234

7.Sean S = {0,1} y F = R, el campo de los niimeros reales. En #(S,R), demostrar que
f=gyf+g=hdonde f(x) =2x+ 1,g(x) = 1 +4x—2x*, yh(x) =5+ 1.

Solucién.
Dos elementos f; y f> en F(S,R) se definen como iguales si fi(s) = fa(s) para cada s € S.
Utilizando esta definicién y considerando que

F(0) =2(0) +1=1=1+4(0) —2(0)* = g(0)

f()=2(1)+1=3=1+4(1)—2(1)* = g(1)

podemos concluir que efectivamente f = g. Por otro lado, puesto que

(f +8)(0) = £(0) +g(0) =2 =5"+ 1= h(0)

(f +8)(1) = f(1) + (1) =6 = 5"+ 1 = h(1),

al aplicar nuevamente la definicin de la igualdad en # (S, R) concluimos que

f+g=nh

8. Demostrar que en cualquier espacio vectorial V, (a + b)(x + y) = ax + ay + bx + by para
toda x,y € V y cualquier a,b € F.

Solucién.
Como V es un espacio vectorial entonces los escalares distribuyen la suma de cualesquiera vectores
de V. Por lo tanto,

(D (a+b)(x+y)=(a+b)x+ (a+Db)y
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Por otra parte, se cumple también que los vectores de V distribuyen a la suma de escalares. Si

utilizamos esta propiedad en cada término del lado derecho de la igualdad en (1) se obtiene que
(2) (a+b)x+ (a+b)y = (ax+bx)+ (ay+ by)
3) = ax+ bx+ ay + by.

La conclusién deseada se desprende ahora de (1), (2) y (3).

9. Demostrar los Corolarios 1y 2 del Teorema 1.1 y el Teorema 1.2(c).

Solucién.
Demostracién del Corolario 1. Supongamos que 0; y 0, son dos vectores cero en un espacio
vectorial V. Para x € V fijo se cumple que 0, + x = x = 0, + x. Del Teorema 1.1 (Ley de
cancelacion para la suma vectorial) se desprende que 0; = 0,. Concluimos entonces que el cero en

un espacio vectorial siempre es tinico.

Demostracién del Corolario 2. Sean x € V'y y; y y, dos inversos aditivos para x. Se tiene entonces
que x +y; = 0 = x + y,. Al aplicar nuevamente la ley de cancelacion para la suma vectorial en V

se sigue que y; = y, y la prueba termina.
Demostracién del Teorema 1.2(c). Sea x € V. Por (VS 8) y (VS 3) tenemos que
a0 + a0 = a(0+ 0) = a0 = 0 + a0.

La conclusion deseada se obtiene al aplicar una vez mas la ley de cancelacion para la suma vectorial

enV.

10. Sea V el conjunto de todas las funciones diferenciales de valores reales definidas sobre
la recta de los reales. Demostrar que V es un espacio vectorial bajo las operaciones de suma y
multiplicacion por escalares definidas en el ejemplo 3.

Solucién.
A continuacién veremos que se cumplen los axiomas de espacio vectorial. La suma de dos funcio-
nes diferenciales de valores reales definidas sobre R es otra funcion del mismo tipo y ademds dicha
suma cumple las propiedades conmutativa y asociativa. Por otra parte, podemos ver que la funcién
Z: R — R dada por Z(x) = 0 para cada x € R funciona como neutro aditivo en el conjunto

de funciones diferenciales de valores reales definidas sobre R. Ademads, cada funciéon f: R — R
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admite inverso aditivo: especificamente la funcién I;: R — R definida por I;(x) = —f(x) para

cada x € R (esta funcion I es diferenciable siempre que la funcion f lo es).

Que la multiplicacion por escalares satisface las debidas condiciones es consecuencia de la manera
en que estd definida dicha multiplicacion y del hecho que las funciones que conforman a V' tienen
por contradominio a R (el cual es un anillo conmutativo con elemento unitario). Mostraremos a
continuacion a todo detalle—y a modo de ilustracion de lo expresado previamente—que la mul-
tiplicacion por escalares satisface la distributividad del escalar sobre la suma de elementos de V.

Sean @ € Ry f, g € V. Puesto que para cada x € R se tiene que

a(f +8)(x) = ol (f + &)(¥)] = alf(x) + g(¥)] = @ f(x) + - g(x) = (af)(x) + (ag)(x),

entonces a(f + g) = af + ag, lo cual es justamente lo que se deseaba establecer.

11. Sea V = {0} que consiste de un tnico vector 0 y definase 0 + 0 = 0y ¢(0) = 0 para cada c

de F. Demostrar que V es un espacio sobre F' (V se llama el espacio vectorial cero).

Solucién.

A continuacién veremos que se cumplen los axiomas de espacio vectorial. Como V solo tiene un
elemento entonces se puede ver facilmente que la suma definida en V es conmutativa y asociativa.
Nuevamente, por la forma en que estd definida la suma en V podemos ver también que el neutro
aditivo es igual al Unico elemento de V' y que el tnico elemento de V es igual a su propio inverso
aditivo. En cuanto a las propiedades de la multiplicacion por escalares, la condicion 1(x) = x
para cada x € V se sigue del hecho de que, por definicién, 1(0) = 0. La compatibilidad de la
multiplicacién por escalares con la multiplicacién del campo F es consecuencia de que para cada
a,b € F, (ab)0 = 0y a(b0) = a(0) = 0. Para establecer la distributividad del escalar sobre la
suma de vectores notamos que para cada x,y € V se cumple que x + y = 0y, en consecuencia,
a(x +y) = a0 = 0 = ax + ay para cada a € F. Finalmente, para establecer la distributividad
del vector sobre la suma de escalares notamos que, por un lado, para cada a,b € F se tiene que
(a+ b)0 = 0y, por el otro, a0 + b0 = 0 + 0 = 0. Asi, para cada a,b € F se verifica que
(a+ b)0 = a0 + bO.

12. Una funcién de valor real definida sobre la recta de los reales se llama funcion par si

f(=x) = f(x) para todo ndmero real x. Demostrar que el conjunto de las funciones par definidas
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en la recta de los reales, con las operaciones de suma y multiplicacion por escalares definidas en el

ejemplo 3, es un espacio vectorial.

Solucion.
Denotemos con E al conjunto de funciones pares de R en R. Si f'y g son elementos de E entonces
la funcién f + g: R — R también pertenece a E: en efecto, si x € R entonces (f + g)(—x) =
f(=x)+g(—x) = f(x) +g(x) = (f + g)(x). Esto indica que la suma usual de funciones determina

una operacion binaria y cerrada sobre el conjunto de las funciones pares.

Como todas las funciones que pertenecen a E tienen por contradominio al conjunto de los nimeros
reales entonces es claro que la suma de funciones restringida a £ de R en R satisface tanto la

propiedad conmutativa como la propiedad asociativa.

Afirmamos ahora que la funciéon Z: R — R definida por Z(x) = 0 para cada x € R actiia como
neutro aditivo en E. En primer lugar, no resulta dificil convencerse de que Z es una funcién par.

Por otro lado, para cada f € E se cumple que f + Z = f pues si x € R entonces
(f +2D)(x) = f(x) + Z(x) = f(x) + 0 = f(x).

Cada f e E tiene inverso aditivo en E: esto se puede establecer considerando simplemente la
funcién I;: R — R dada por I(x) = — f(x). Esa funcién cumple claramente la condicién de ser el

inverso aditivo de f y ademads se puede ver también que /; € E:
Ij(—=x) = =f(=x) = —f(x) = Is(x).

Para cada @ € Ry cada f € FE es claro que af € E: en efecto, si x € R entonces (af)(—x) =
af(—x) = af(x) = (af)(x). Ademas, puesto que cada f € E tiene por contradominio a R entonces
1f = f paracada f € E y también, para cada @,8 € R, (af) f = a(Bf).

Tanto la distributividad de los escalares sobre la suma de elementos de E como la distributividad
de elementos de E sobre la suma de escalares se pueden establecer facilmente. Estableceremos a
continuacion tnicamente la primera de las condiciones mencionadas (en el entendido de que la otra
se puede verificar de manera andloga). Sean @ € Ry f, g € E. Podemos ver que a(f +g) y af + ag
también son elementos bien definidos de £ y ademads

a(f +8)(x) = a[f(x) + g(¥)] = af (x) + ag(x) = (af)(x) + (ag)(x).
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13. Sea V el conjunto de pares ordenados de nimeros reales. Si (a;,a,) y (b1, by) son elementos

de V y c es un elemento de F, se definen
(a1, az) + (b1,by) = (a1 + by, aby) 'y clar,an) = (cay, az).

(Es V un espacio vectorial bajo esas operaciones? Verifica su respuesta.

Solucion.
No es un espacio vectorial. Si se tratara de un espacio vectorial entonces el vector 0(a;,a;) =
(0, a,) tendria que ser igual al vector cero de V para cada (a;,a;) € V. Sin embargo, por unicidad
el vector cero de V es (0, 1) y es claro que si a, se elige distinto de 1 entonces

0(aj,a;) = (0,az) # (0, 1).

14.Sea V = {(ay,...,a,) | a; € C para i = 1,2,...,n}. (Es V un espacio vectorial sobre el
campo de los nimeros reales con las operaciones de suma y multiplicacién con correspondencia de
elementos?

Solucion.

Como la suma en V es la suma usual, la cual se determina componente a componente, y la suma de
dos nimeros complejos cualesquiera es otro nimero complejo entonces concluimos que la suma
de dos elementos de V es otro elemento de V. Ademas, de las propiedades conmutativa y asociativa

para la suma de numeros complejos se sigue que la suma definida en V también satisface tales

propiedades.
Se afirma que el vector (¢y,¢s,...,c,) donde ¢; = ¢; = - -+ = ¢, = 0 actia como neutro aditivo en
V: en efecto, es claro que este vector estd en V' y, ademds, si (ay,...,a,) € V entonces

(ary...,a,) + (c1y...,cn) = (ar,...,a,) +(0,...,0) = (ai,...,a,).
Se tiene también que cada elemento de V tiene inverso aditivo en V: simplemente para (ay, . ..,a,) €
V, considérese el vector (—ay, ..., —ay,).
Para cada @ € R y cada (ay,...,a,) € V se puede ver que a(ay,...,a,) € V: en efecto, como
alay,...,a,) = (aa,...,aa,)y aa; € C paracadai € {1,2,...,n} entonces (aay,...,aa,) € V.
Ademas, si (ay, . ..,a,) € V entonces

Hay,...,ap) = (1-ay,...,1-a,) = (a,...,a,).
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Mostraremos ahora que para cada o, € Ry (ai,...,a,) se cumple que (a - B)(ai,...,a,) =
alp(ay,...,a,)] : si a,B € R entonces
(a-B)a,....,a,) = ((@-Bay,...,(a-Ba,)

(
= (B -a1),....a(B-a,))
= o[(B-a,.... 5 a)]
= a|B(ar,....a,)].
Probaremos a continuacion que se cumple la distributividad de los escalares sobre la suma de ele-

mentosde V. Seana € Ry (ay,...,a,), (b1,...,a,) € V. Se puede ver ficilmente que o[ (ay, . .., a,)+

(by,....b,)] y alay,...a,) + a(by,...,b,) son elementos bien definidos en V y ademds

a[(ays...,a,) + (b1,...,by)] alay + by,...,a, +b,)

(alay + by),...,ala, +b,))
= (aa; + aby,...,aa, + ab,)
= (aay,...,aa,) + (aby,...,ab,)
= a(ay,...,a,) + a(by,...,by,).
La distributividad de los elementos de V sobre la suma de escalares se establece procediendo de

manera analoga. Por lo tanto, concluimos que V con las operaciones dadas si es un espacio vecto-

rial.

15.Sea V = {(ay,...,a,) | a; € R para i = 1,2,...,n}. (Es V un espacio vectorial sobre el
campo de los nimeros complejos bajo las operaciones de suma y multiplicacién con corresponden-

cia de elementos?

Solucién.
No es un espacio vectorial: si un escalar complejo (y no real) multiplica a un elemento de V, el
resultado no siempre es un vector de ndmeros reales. Por ejemplo, si n = 2 entonces se cumple que

(I,1) e Vyie C, pero no es cierto que i(1, 1) = (i,7) sea un elemento de V.

16.Sea V = {(a;,a,) | a1,a, € R}. Para (ay,a3), (b1,b2) € V'y ¢ € R, definase

(ar,az) + (b1,by) = (a; + by,a; + by)
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( ) (0,0) si ¢=0
claj,ar) =
b2 (cal,“c—?) si ¢c#0.

(Es V un espacio vectorial bajo estas operaciones? Justifique su respuesta.

Solucion.
No es un espacio vectorial. Si asi lo fuera se cumpliria en particular la distributividad de los ele-
mentos de V sobre la suma de escalares en R. Sin embargo, en el siguiente ejemplo se puede ver
que esta propiedad no se cumple siempre. Sean ¢; = 2, ¢; = 3y (aj,a2) = (1,1) en V. Tenemos

por un lado que

(2+3)(1,1) =5(1,1) = <5%>

2(1,1) + 3(1,1) = (2, %) + (3%) = <5,2>.

Puesto que (5, 1) # (5,2), se sigue que los elementos de V no distribuyen la suma de escalares en
R.

y por otro lado

17.Sea V = {(a;,a,) | a1,a, € C}. Para (ay,az), (b1,b;) € V'y ¢ € C, definase
(al,az) + (b],bz) = (a1 + 2b1,a2 + 3b2) y c(al,ag) = (cal,caz).

(Es V un espacio vectorial bajo estas operaciones? Justifique su respuesta.

Solucién.
Afirmamos que V no es un espacio vectorial con respecto a las operaciones indicadas. Si lo fuera
entonces la suma definida sobre V tendria que satisfacer en particular la propiedad conmutativa.

Sin embargo, si hacemos a; = 1,a, =i, by = 3i y b, = 0 entonces, por un lado se tiene que
(611,612) + (bl,bz) = (a1 + 2by,ar + 3b2) = (1 + 61, l),

y por el otro
(bl, bz) + (al,az) = (bl + 2611, b2 + 3612) = (2 + 31, 31)

Al tenerse que (1 + 6i,1) # (2 + 3i,3i), la veracidad de nuestra afirmacién inicial se sigue.
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18. Sea V = {(aj,ay) | a1,a, € F}, donde F es un campo arbitrario. Definase la suma de los

elementos de V elemento a elemento, y para c € F'y (a;,a;) € V, definase
clar,ar) = (ai,0).

(Es V un espacio vectorial bajo estas operaciones? Justifique su respuesta.

Solucion.
No, V no es espacio vectorial bajo las operaciones dadas. Podemos demostrar la validez de la
afirmacion anterior mediante reduccion al absurdo: si V fuera espacio vectorial con las operaciones
indicadas entonces lo primero que se observaria es que su neutro aditivo tendria que ser el vector
(0,0). Por otro lado, si 1 es el neutro multiplicativo del campo F entonces (1,0) € V y se deberia
cumplir que 0(1,0) = (0,0). Sin embargo, por la forma en que fue definida la multiplicacién por
escalares en V se tiene que 0(1,0) = (1,0). De las dos lineas anteriores se desprende la igualdad
(0,0) = 0(1,0) = (1,0), la cual es claramente absurda pues en cualquier campo F el neutro

multiplicativo es distinto del neutro aditivo.




Seccion III. Subespacios

1. Decir si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas.

(a) SiV es un espacio vectorial y W es un subconjunto de V que es también un espacio vecto-
rial, entonces W es un subespacio de V.

(b) El conjunto vacio es un subespacio de todo espacio vectorial.

(c) Si V es un espacio vectorial distinto del espacio vectorial cero {0}, entonces V contiene un
subespacio W tal que W # V.

(d) La suma de dos subconjuntos cualesquiera de V' es un subespacio de V.

(e) Una matriz diagonal de n x n no puede tener mas de » términos no nulos.

(f) La traza de una matriz cuadrada es el producto de sus términos que se encuentran sobre su

diagonal.
Solucion.

(a) Falso, pues no se estd especificando si las operaciones en W son las mismas que las de V.
Por ejemplo, si V = Ry W = Q entonces Q < R. Sin embargo, W no es un subespacio de
R (considerando que R estd dotado con la suma y producto por escalar usuales).

(b) Falso, un subespacio es por definicién un espacio vectorial y como tal no puede ser vacio
pues al menos debe poseer un neutro aditivo.

(c) Verdadero, pues V tendria al menos al subespacio W = {0}.

(d) Falso. Por ejemplo, consideremos al espacio vectorial de los ntimeros reales con la suma y
producto por escalar usuales: si E; = {0} y E, = {1} entonces E; + E, = {1}, el cual no
es un subespacio de R.

(e) Verdadero, puesto que solo las entradas en la diagonal podrian ser distintas de cero.

(f) Falso, pues la traza es por definicion la suma de las entradas en la diagonal principal de la
matriz y, por lo general, el resultado de dicha suma es distinto al producto de los términos

que se encuentran en la diagonal de la matriz.

21
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2. Determinar la transpuesta de cada una de las siguientes matrices. Ademds, si la matriz es

cuadrada, calcular su traza.

R
o( 1) AR
|

g (5 hy (-4 0 6
(6 0 1 -3
7 6 -3 5
Solucién.
a) La matriz transpuesta es _421 ?) y sutrazaes (—4) + (—1) = —5.
0 3
b) La matriz transpuesta es 8 4.
-6 7
c¢) La matriz transpuesta es 0 6).
9 -2 1
10 2 -5
d) La matriz transpuesta es 0 —4 7 |ysutrazaes 10+ (—4) +6 = 12.
-8 3 6
1
e) La matriz transpuesta es !
-2 7
f) La matriz transpuesta es T (1) .
4 —6

g) La matriz transpuesta es (5 6 7).
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-4 0 6
h) La matriz transpuesta es 0 1 —-3|ysutrazaes—4+1+5=2.
6 -3 5

3. Demostrar que (aA + bB)' = aA' + bB' paratoda A, B € M,,(F) ytodaa,b € F.

Solucién.
Paracada i, j € {1,...,n} se cumple que
[(@A + bB)'];; = (aA+bB);
= aAj + bBj
= a(A");; + b(B);
= [aA" + bB'];;,

de lo cual se sigue el resultado.

4. Demostrar que (A")" = A paratoda A € M,x,(F).

Solucion.

En efecto, pues para cada i, j € {1,...,n} se cumple que

[(A")']ij = (A)i = Aij.

5. Demostrar que A + A’ es una matriz simétrica para cualquier matriz cuadrada A.

Solucion.

Aplicando lo demostrado en los dos ejercicios anteriores se obtiene que

A+ A =A"+ (A =A"+ A=A+ A"

23

Esto indica que la matriz A + A’ satisface la condicién que define a las matrices simétricas. Ergo,

A + A’ es una matriz simétrica.
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6. Demostrar que tr(aA + bB) = atr(A) + btr(B) para toda A, B € M, x,(F).

Solucién.
La traza de una matriz es la suma de todas las entradas de su diagonal principal. Asi,

n

tr(aA + bB) = ) (aA +bB);

i=1

= Z(CIA,',' + bBi,')
i=1

= Z aA,'i + i bBii

i=1 i=1

= aiAi[ + bi B,','
i=1 i=1

atr(A) + btr(B)

lo cual es justamente lo que deseabamos demostrar.

7. Demostrar que las matrices diagonales son matrices simétricas.

Solucién.
Una matriz A se llama diagonal si todos los valores que no se encuentran sobre la diagonal principal
de A son nulos. Sea A una matriz diagonal. Se cumple entonces que sii # jentonces A;; = 0 = A}
y si i = j entonces es claro que A;; = A; = Aj. Hemos demostrado asi que para cada i, j €

{1,2,...,n} se cumple que A;; = A;; = (A");;. Asi, A = A’ y la demostracion termina.

8. Verificar que los siguientes conjuntos son subespacios de R? bajo las operaciones de suma y

multiplicacién por escalares definidas en R.

(@) Wy = {(a,a,a3) eR® | a1 = 3a, y a3 = —ap}
(b) W2 = {(01,02,613) S R3 ’ 2611 +a; + 5613 = 0}
(C) W3 = {(al,a2,a3) € R3 ’ a —4(12 —asz = 0}

Solucion.
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(a) Se puede ver claramente que (0,0,0) € W,. Estableceremos a continuacién la cerradura

de W, bajo la suma. Sean (ay, a,,as), (b1, b2, b3) € W,. Se cumple entonces que a; = 3a,

as = —ay, by = 3by, b3 = —b, y por lo tanto
a, + by =3a, + 3b, = 3((12+b2) y a3+bs=—a,— by, = —(a2+b2).

De lo anterior se desprende que (ay, a, a3) + (b1, by, b3) = (a; + by, ay + by, a3 + by) € W.
Finalmente, demostraremos la cerradura de W, bajo la multiplicacién por escalares. Sean

te Ry (aj,as,a3) € W;. Se tiene entonces que
ta; = t(3ay) = 3(tay) 'y taz =t(—ar) = —(tas)

y por consiguiente t(a;,as,a3) = (taj,tay, ta;) € W;. Habiendo demostrado estas tres
propiedades podemos concluir que W, es efectivamente un subespacio de R?.

(b) Es evidente nuevamente que (0,0,0) € W,. Estableceremos a continuacion la cerradura de

W, bajo la suma. Sean (a,, a,,as3), (b1, by, b3) € W,. Se cumple entonces que 2a; + a, +
Sas =0, 2b; + by + 5b; = 0 y por lo tanto
2(a; + by) + (ay + by) + 5(as + b3) = (2a; + ar + 5a3) + (2by + by + 5b3)
= 0+0
= 0.
Ergo, (a1,a2,a3) + (b1, by, b3) = (a; + by,ay + by, a3 + b;) € W,. Demostraremos ahora

la cerradura de W, bajo la multiplicacién por escalares. Sean 7 € Ry (a;,az,a3) € W,. Se

tiene entonces que

2(tay) + (tay) + 5(taz) = t(2a; + ay + 5a3)
= 10
= 0.

De todo lo anterior podemos concluir que W, si es subespacio de R>.

(c) Se puede ver claramente que (0,0,0) € Ws. Sean (ay, az, a3), (b1,by,b3) € Ws. Se tiene

entonces que a; — 4a, — a3 = 0, by — 4b, — b3 = 0 y en consecuencia

(a1 + bl) — 4(612 + bg) — (613 + b3) = (a1 — 4612 — a3) + (b] — 4b2 — b3)
— 040
= 0.
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Asi, (ay,ay,a3) + (b1, b2, b3) = (ay + by,ar + by, as + b;) € W. La cerradura de W3 con
respecto a la multiplicacién por escalares se puede establecer del mismo modo en que se

procedid en los incisos anteriores.

9. Sean Wy, W, y W3 como en el ejercicio 8. Describir Wy n W,, Wo n W3, y Wi n W3 y obsérvese
que cada uno es un subespacio de R?.

Solucion.

Para saber cudl es la interseccion de W y W, se tiene que resolver el siguiente sistema de ecuaciones

(4) 2(11 +ap + 5(13 = 0
(5) a) — 3612 = 0
(6) a +az = 0

Si despejamos a; de (5) y a3 de (6) y hacemos las sustituciones respectivas en (4), obtendremos lo
siguiente
2(3612) + a, + 5(—612) = 0;

al resolver la ecuacion anterior obtenemos que a, = 0 y por consiguiente a; = a3 = 0. Tenemos

asi que
Wi n W,y = {(0,0,0)}.
Claramente, W; n W, = {(0,0,0)} es subespacio de R*.

De manera andloga podemos describir W, n W3y Wy n Wj.

10. Verificar que W, = {(ay,...,a,) € F" | a; + - - - + a, = 0} es un subespacio de F" pero que
W, ={(ar,...,a,) e F" |ay +---+a, = 1} noloes.

Solucién.
Puesto que la suma de cualquier cantidad finita de ceros es igual a O se sigue que (0,...,0) € W,.
Probaremos ahora que W, es cerrado bajo la suma de F". Sean (a,...,a,), (bi,...,b,) € W;. Se

cumple entonces que a; + --- +a, = 0= by + --- + b, y, por lo tanto,

0 = (@ + - +ay)+ b+ +by)

= (a1+b1)+-~-+(an+bn).
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En consecuencia, (ay,...,a,) + (b1,...,b,) = (a) + by,...,a, + b,) € W,. Resta mostrar que W,

es cerrado bajo la multiplicacion por escalares. Sean t € F'y (ay,...,a,) € W;. Puesto que

aj+ - +a, =0,

entonces
0=t(a;+- - +a,) =ta+ - +ta,
y es claro que esto implica que (tay, ..., ta,) € W;. Podemos concluir asi que W, es un subespacio
de F".
Por otro lado, W, no es un subespacio pues (0, ...,0) ¢ W,.

11. ;Es el conjunto W = {f € P(F) | f = 0 o f tiene grado n} un subespacio de P(F) si
n = 1?7 Justifique su respuesta.

Solucion.
No es un subespacio debido a que W no es cerrado bajo la suma de P(F'). Por ejemplo, en el caso

n = 2, tenemos que x> + x, —x> € W pero

(F+x)+(—x*)=x¢ W

12. Una matriz A de m x n se llama triangular superior si todos los términos ubicados por
debajo de la diagonal valen cero, esto es, A;; = 0 siempre que i > j. Verificar que las matrices

triangulares superiores forman un subespacio de M,,x,(F).

Solucién.
Por definicion de matriz triangular, podemos ver claramente que la matriz cero de M,,«,(F) es una
matriz triangular superior. Ademads, se puede comprobar facilmente que tanto la suma de dos ma-
trices triangulares superiores como el producto de un escalar por una matriz triangular superior dan
lugar a otras matrices triangulares superiores. De aqui concluimos que el conjunto de las matrices

triangulares superiores es un subespacio de M, ,(F).

13. Verificar que para cualquier s € S, W = {f € F(S,F) | f(s0) = 0} es un subespacio de
F(S,F).
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Solucion.
El conjunto W es cerrado bajo la suma y multiplicacion por escalares puestoquesic e Ry f,ge W
entonces (f + g)(so) = f(s0) + g(s0) =0+ 0 =0y cf(so) = cf(so) = cO = 0: ademas, es facil
ver que la funcién cero estd en el conjunto W. Por lo tanto, W es un subespacio de F (S, F).

14. ;Es el conjunto de todas las funciones diferenciables de valores reales definidas en R un

subespacio de C(R)? Justifique su respuesta.

Solucion.
El conjunto de funciones diferenciables con valores en R si es un subespacio de C(R), pues la
suma de dos funciones diferenciables y el producto de un escalar por una funcién diferenciable
es otra funcion diferenciable y ademads la funcién cero al ser constante es también una funcién

diferenciable.

15. Sea C"(R) el conjunto de todas las funciones de valor real definidas en la recta de los reales
que tienen una derivada n-€sima continua (y, por tanto, derivadas continuas de orden 1,2,...,n).
Verificar que C"(R) es un subespacio de ¥ (R, R).

Solucién.
El cero del espacio vectorial ¥ (R,R) es la funcién idénticamente cero la cual, al tener derivadas
continuas de todos los 6rdenes, pertenece a C"(R). Ahora bien, si f () y g(”) son la n-ésima derivada
de fy g, respectivamente, entonces f" + g serd la n-ésima de f + gy en consecuencia f" +
g™ e C"(R). Del mismo modo, ¢f™ es la n-ésima derivada de cf y, por lo tanto, cf™ € C"(R).

Concluimos entonces que C"(R) es un subespacio de ¥ (R, R).

16. Demostrar que un subconjunto W de un espacio vectorial V es un subespacio de V si y solo

siW#Fyaxe Wyx+ye Wsiemprequeae Fyx,ye W.

Solucion.
[=] Como W es un subespacio de V entonces Oy € W'y, en consecuencia, W # . Ademds para

cualesquiera x,y € Wyae Fsecumpleque x + ye Wyaxe W.
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[«<] Como W # (¥, fijemos x € W. Puesto que ax € F para cada a € F, entonces se tiene en
particular que Ox € W. Como V es espacio vectorial, Ox = 0y. De todo lo anterior se colige que
Oy € W. Puesto que por hipdtesis W es cerrado con respecto a la suma de V y a la multiplicaciéon

por escalares de F, concluimos que W es subespacio vectorial de V.

17. Demostrar que un subconjunto W de un espacio vectorial V es un subespacio de V siy solo
si0eWyax+ye Wsiemprequeac F'y x,ye W.

Solucioén.
[=] Como W es subespacio, tenemos que 0 € Wy ax € W siempre que a € F 'y x € W. Al ser W
cerrado bajo la suma de V, concluimos que ax + y € W para cualesquiera x,ye Wyace F.

[«<] Sean x,y € W. Dado que ax + y € W para cada a € F entonces, haciendo a = 1, obtenemos

que

Ix+y=x+yeW

Finalmente, mostraremos que W es cerrado bajo la multiplicacion por escalares de F. Sean x € W

y a € F. Puesto que ax + y € W para cada y € W entonces, haciendo y = 0, se tiene que
ax+0=axeW,

tal como se deseaba demostrar.

18. Sean W, y W, subespacios de un espacio vectorial V. Demostrar que W; u W, es un sub-
espaciode V siy solosi W; <€ W, o0 W, € W,.

Solucién.
[=] Procederemos por reduccién al absurdo. Si W; ¢ W, y W, ¢ W, entonces existen x € W,
talque x ¢ W yy € W, tal que y ¢ W,. Consideremos entonces el elemento x + y. Como
x,y € Wy u W, entonces x +y € W; U W, (pues por hipétesis Wy u W, es subespacio de V). Asi,
se tiene que x +y € W, o x + y € W,. Afirmamos que en cualquiera de los dos casos tenemos una
contradiccion. En efecto, si x + y € W, entonces y = (x +y) — x € Wy, lo cual es absurdo pues de
inicio se sabia que y ¢ W;. Anédlogamente, si aceptamos que x + y € W, entonces obtenemos que

x = (x+y) —y € Wy, lo cual también es absurdo.
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[«] Hay dos casos a considerar: W; < W, 0 W, < W;. Si W) < W, entonces Wy u W, = W, y la
conclusion deseada se tiene en este caso pues por hipdtesis se sabe que W, es subespacio de V. Si

W, < W, entonces W; U W, = W, y la tesis en cuestion también se cumple en este caso.

19. Sean F, y F, campos. Una funcién g € ¥ (F,, F») se llama funcion par si g(—x) = g(x)
para toda x € F; y se llama funcion impar si g(—x) = —g(x) para toda x € F,. Demostrar que el
conjunto de todas las funciones pares en F (Fy, F,) y el conjunto de todas las funciones impares en
F (F, F,) son subespacios de ¥ (F, F»).

Solucion.
Antes abordar este problema, introduciremos las notaciones siguientes: V = ¥ (F, F,), W, = {f €
V| f es una funcion par} y W, = {f € V | f es una funcién impar}. A continuacién demostrare-
mos que W, es un subespacio de V. Para ello, lo que hacemos es verificar las tres condiciones del
Teorema 1.3:

(a) Afirmamos que el vector cero de V pertenece a W;. En efecto, el vector cero de V es la
funcién Z que manda cada elemento de F; en O, y, en consecuencia, para cada x € F; se
cumple que

Z(x) = 0p, = Z(—x),

lo cual indica precisamente que Z € W;.

(b) Sean f, g € W,. Puesto que para cada x € F; se cumple que

(f +8)(x) f(x) + g(x)
= f(=x) +g(—x)
= (f+g)(—x),

se desprende que f + g€ W,.

(c) Sean f € Wy yce F;. Dado que para cada x € F; se tiene que
(cf)x) = cf(x)
= cf(=x)
= (cf)(=x).
De todo lo anterior concluimos que W; es un subespacio de V.

De manera andloga se puede comprobar que W, también es un subespacio de V.
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20. Mostrar que F" es la suma directa de los subespacios.

W, ={(ay,...,a,) € F" | a, = 0}

WZ:{(al""’an)an‘al:"‘Zan,I :0}

Solucion.
En primer lugar demostraremos que F" = W, + W,. La inclusion Wy + W, < F" es clara. Sea ahora

(ai,...,a,) € F". Puesto que
(ar,...,a,) = (ar,...,a,-1,0) + (0,...,0,a,),
entonces (ay,...,a,) € Wy + W, y por lo tanto F" < W, + W,.
Para poder concluir que F" es efectivamente la suma directa de W; y W, resta establecer que
Wi n W, ={(0,0,0,...,0)}.

Sea (ay,...,a,) € Wi n W,. Entonces, al tenerse que (ay,...,a,) € Wiy (ai,...,a,) € W, se
sigue que a, = 0ya; = --- = a,_; = 0. De lo anterior se desprende que (a, a3, a3, ...,a,) =
(0,0,0...,0) € {(0,0,0,...,0)}. Por otro lado, la inclusién {(0,0,0,...,0)} < W; n W, es clara
puesto que la interseccion de cualesquiera dos subespacios de un espacio vectorial V' siempre con-
tiene al vector cero de V. Podemos concluir por tanto que F" es la suma directa de los subespacios
Wiy Ws.

21. Sea W, el subespacio de polinomios f en P(F) tales que f(x) = 0 o, en la representacion
f(x) = a X" + a,_ X" "+ + ay,

los coeficientes ay, as, ay, . .. de todas las potencias pares de x son iguales a cero. Andlogamente,
sea W, el subespacio de todos los polinomios g en P(F) tales que g(x) = 0 o, en la representacion

g(x> = bmxm + bm_lxm_l 4+ o+ bo’

los coeficientes by, bs, bs, . . . de todas las potencias impares de x son iguales a cero. Demostrar que
P(F) =W, ®W,.

Solucion.

Para demostrar que P(F) = W; @ W, se tienen que verificar las dos condiciones siguientes: (a)
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P(F)=W;+W, y (b) WinW, = {0}. Lainclusién W+ W, < P(F) es evidente y para establecer
que P(F) < W+ W, lo que hacemos es tomar un elemento arbitrario ¢, x" +c¢,_ WX eix e
de P(F) y notamos después que lo podemos reescribir como

Z cjxj + Z cjxj.

J par J impar
Claramente, el polinomio que aparece como primer sumando en la expresién anterior pertenece a

W, y el polinomio que aparece como segundo sumando en la expresion anterior pertenece a W,.
Ergo, P(F) < W, + W..

Resta demostrar que W, n W, = {0}. La inclusion {0} < W; n W, se tiene porque sabemos que, en
general, la interseccion de subespacios de un espacio vectorial V contiene al vector cero de V. Por
otra parte, la inclusién W; n W, < {0} se tiene porque si C(x) = ¢,x" + ¢, 1 X" ' + -+ + ¢c1x + ¢
fuera un polinomio de W; n W, distinto del polinomio cero entonces todos los términos de C(x)
tendrian grado par y grado impar simultdneamente. Lo anterior es decididamente absurdo y de ello

se sigue que W; n W, < {0}.

22.Sea W) = {A € Myxu(F) | A;j = Ocuandoi > j}y Wo = {A € Myuu(F) | A;j =0
cuando i < j}. (W es el conjunto de las matrices triangulares superiores definidas en el ejercicio
12.) Demostrar que M,,x,(F) = W; @ W,.

Solucion.
De las definiciones de W, y W, se sigue inmediatamente que W; n W, = {0, }. Puesto que la
inclusion Wy + W, © M,,,(F) es trivialmente cierta, todo se reduce a demostrar que cualquier
matriz que pertenece a M,,,(F) se puede escribir como la suma de una matriz del subespacio W,

y una matriz del subespacio W,.

Sea M € M,,,(F). Considérense entonces las matrices A y B definidas de la siguiente manera

M si i<]

Aij = A
[ 0 st i>]

y

( . .
0 st i<y

Bij = 1§
M;; si i>j
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Se puede verificar facilmente que A € W), B € W, y que M = A + B. De esto se desprende que

M € W, @ W,, lo cual es justamente lo que se deseaba establecer.

23." Sea V el espacio vectorial formado por todas las matrices triangulares superiores de n x n
(como se definieron en el ejercicio 12) y sea W, el subespacio de V formado por todas las matrices
diagonales. Demostrar que V = W; @ W,, donde W, = {A € V | A;; = O cuando i > j}.

Solucién.
Sea A € W; n W,. Entonces, al ser A un elemento de W,, se cumple que A;; = 0 siempre que i > .
Por otra parte, al tenerse que A € W, se cumple que A;; = 0 sii # j. De todo esto se desprende que
A;; = Oparacadai,je {1,2,...,n}. Se tiene asi que W; n W, < {Op,,,(r)}. Como la inclusién

{Opm,,..®)} € Wi n W, es claramente valida concluimos que Wy n Wy = {Opq, ., ®)}-

Resta demostrar que V < W; + W,. Sea M € V. Para tal fin, considérense las matrices A y B

definidas de la siguiente manera

-

M;; si i=j
Ajj =«
| 0 si i#]
y (
Mij si l<]
Bij = <
[ 0 si iz

Se puede verificar ficilmente que A € Wi, B e W, yque M = A + B. De esto se desprende que

M e W, @ W,, lo cual es justamente lo que se deseaba establecer.

24. Demostrar que si W es un subespacio de V' y xi,...,x, son elementos de W, entonces
ajx; + - -+ + a,x, es un elemento de W para cualesquiera escalares ay, ...,a, en F.
Solucion.

La demostracion se hard por induccion sobre n. Sin = 1 entonces la proposicion es cierta pues, al

ser W un subespacio, entonces para cada a; € F'y x; € W se cumple que

aix; € w.

TEste problema aparece planteado de manera incorrecta en [1]. Hemos corregido el planteamiento del mismo

atendiendo lo que puede encontrarse en [2, pag. 22 (problema 27)].
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Supongamos que la proposicion es valida para n — 1: esto es, supongamos que
arxy + -+ a1 x,-1 €W

siempre que di,...,d,1 € Fyxy,...,x,_; € W. Demostraremos ahora que la proposicion se
cumple también para n. Sean a;,...a, € Fy x;,...,x, € W. Como W es un subespacio entonces

se tiene claramente que

(7 a,x, € W.

Por otro lado, de la hipétesis de induccién se desprende que
(8) a\x; + -+ a_1x,-1 € W.
De (7) y (8) se sigue que

arx) + -+ apx, = (a1x; + -+ ap_1x0—1) + apx, € W.

25. Una matriz M se llama antisimétrica si M' = —M. Evidentemente una matriz antisimétrica
es cuadrada. Demostrar que el conjunto de todas las matrices antisimétricas de n x n es un subes-
pacio W; de M,..,(R). Sea W, el subespacio de M, ,(R) que consiste de las matrices simétricas
de n x n. Demostrar que M,,,(R) = W, @ W,.

Solucion.
Primero demostraremos que W, es subespacio de M, ,(R). Para hacer esto verificaremos que: (a)
OM,..r) € W, (b) siA,Be Wy, entoncesA+Be W,y (c) siaeR y Ae W, entonces aA € W,.
Que la condicion (a) se cumple es evidente y para verificar tanto (b) como (c), basta con utilizar
algunas de las propiedades bdasicas de la transposicion de matrices. Por ejemplo, establezcamos el
cumplimiento de la condicién en (b). Sean A, B € W;. Esto quiere decir que A’ = —Ay B' = —B,
y por lo tanto se cumple que (A + B)' = A'+ B' = (—A) + (—B) = —(A + B). Esta tltima igualdad

implica que A + B € W, y esto es justamente lo que se deseaba establecer.

Probaremos ahora que M,,,(R) = W; ® W,. Sea M € W, n W,. Esto implica que M € W, y
M € W,. Como M € W, entonces

9) M = —-M.
Por otro lado, puesto que M € W, entonces

(10) M =M.
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De (9) y (10) se desprende que 2M = 0y en consecuencia M = 0 € {0}. Se ha demostrado asi que
Wl M W2 = {O}

Finalmente, demostraremos que M, ,(R) € W, + W,. Sea M € M, ,(R). Es necesario encontrar
matrices A € W, y B € W, tales que

M =A+ B.
Hagamos

M+ M M- M

A B—
2 Y 2

Se cumple entonces que

M+ M M—-M\ 1 1 1 1
A+B-= + =M+ oM+ oM~ oM =M.

2 2 2 2 2
Ademas, A € W, pues

Al =

y B € W, pues

B =

<

|

N
~—

I

N = =/
N =
|
| =
~—

<
|
=/
| =
<
S~
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26. Sea W, = {A € M,x,(F) | A;; = O cuando i < j} y sea W, el conjunto de matrices
simétricas de n x n. W; y W, son ambos subespacios de M, ,(F). Demostrar que M, ,(F) =

Wi @ W,. Comparense los ejercicios 25 y 26.

Solucion.
Probaremos en primer lugar que W, n W, < {0}. Sea M € W; n W,. Mostraremos a continuacion
que M;; = Oparacadal < i, j < n. Siiy json tales quei < jentonces la igualdad M;; = O es
consecuencia de que M € W,. En caso contrario, utilizamos el hecho de que M € Wj: en efecto si

i > j entonces

Resta probar que M, ,(F) € W,®W,.Si M € M, ,,(F), considérense las matrices A y B definidas

de la siguiente manera

M;; si i<
Aij =
Mj st i>j
y
0 si i<y
B =

M;; _Aij si i[> ]
Se puede verificar facilmente que A € W,, B W, yque M = A + B. De esto se desprende que
M e W, @ W,, lo cual es justamente lo que hacia falta establecer.

27. Demostrar el corolario del Teorema 1.5.

Solucion.

Sean Wy, W,, ... W,, subespacios de V. Demostraremos por induccién sobre n que
Wi+W,+-- -+ W,

también es subespacio de V.
Sin = 2, el resultado es consecuencia del Teorema 1.5. Supongamos que el teorema se cumple
para n— 1. Demostraremos que el resultado se cumple también para n. Sean Wy, ..., W, subespacios

de V. De la hipoétesis de induccion se sigue que

W=W +Wy+- -+ W,
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es un subespacio de V. De esto y del Teorema 1.5 se desprende entonces que W + W, también es

subespacio de V. Como
WH+W,=Wi+Wo+-- -+ W)+ W, =W, +---+ W,

la demostracion termina.

28. Completar la demostracion del Teorema 1.6.

Solucion.
Se trata de demostrar que si V es un espacio vectorial y W; y W, son subespacios de V' y cada
elemento v de V se puede escribir de manera unica como x; + x, donde x; € W; y x, € W, entonces

V = W, @ W,. De la hipétesis dada se sigue automaticamente que
V=W +W,.

Probaremos ahora que W; n W, = {0}. La inclusién {0} < W; n W, se sigue del hecho de que
tanto W; como W, son subespacios de V. Sea x € W; n W,. Si x # 0 entonces x se puede escribir

de dos maneras como la suma de un elemento de W; y uno de W,
X+OEW1+W2 y 0+XGW1+W2.

Esto contradice la unicidad que se menciona en la hipétesis dada. La contradiccién proviene de
haber supuesto que x # 0. Asi, W; n W, < {0} y la prueba termina.

29. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V sobre un campo F. Para toda v € V el
conjunto {v} + W = {v +w | w € W} se llama co-conjunto de W que contiene a v. Es frecuente
expresar este co-conjunto como v + W en vez de {v} + W. Demostrar lo siguiente:

(a) v+ Wes un subespaciode Vsiysolosive W.
b)) vi+W=v,+Wsiysolosivi —v, € W.

La suma y el producto por elementos de F puede definirse en el conjunto S = {v + W | v e V} de

todos los co-conjuntos de W como sigue:
Wi+W)+(n+W)=W +wn)+W
paratodav;,v, e Vy

av+W)=av+W
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paratodave Vyace F.

(c) Demostrar que las operaciones anteriores estdn bien definidas; es decir, mostrar que si
vi+ W=V +Wyv, + W=y, + W, entonces

i+W)+(n+W) =0 +W)+ (0, +W)

alvi + W) = a(v; + W)
paratodaa € F.

N.B. Puede demostrarse de hecho que el conjunto S es un espacio vectorial bajo las operaciones
definidas anteriormente. Este espacio vectorial se llama espacio cociente de V modulo W'y se

expresa mediante V/W.
Solucion.
(a) Siv+ W esun subespacio de V entonces Oy € v + W'y, en consecuencia, Oy = v + w para
algin w € W. De la unicidad de los inversos aditivos y del hecho que W es subespacio de
V se seguiria entonces que v = —w € W. Inversamente, si v € W entonces v + W es un

subespacio de V pues en tal caso se cumple incluso que v + W = W.
(b) Siv; + W = v, + W entonces vi = v + Oy = v, + w para algiin w € W. Ergo,

vi—vy=we W.
Inversamente, si v — v, € W entonces v; = v, + wy para algin w, € V. Puesto que
m+wlweWl={wm+wy+w|weW}={mm+w|weW},

la conclusion deseada se tiene.
(c) Comov, + W =v| +Wyv, + W=V, + Wentonces vi — V| = w; y v, — vV, = w, para
ciertos wy, w, € W. En consecuencia,
W+W)+(n+W) = (vi+wn)+W

= {(vi+w)+w|weW}
= {(Vi+Vv) + (Wi +w)+w|we W}
= {(Vj+V) +w|we W}
= (Vi+V)+W
= (Vi+ W)+ v+ W).
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Seccion I'V. Combinaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales

1. Decir si las siguientes expresiones son verdaderas o falsas.

(a) El vector cero es una combinacion lineal de cualquier conjunto no vacio de vectores.

(b) El subespacio generado por @ es @.

(c) Si S es un subconjunto de un espacio vectorial V, L(S) es igual a la interseccién de todos
los subespacios de V que contienen a S'.

(d) Al resolver un sistema de ecuaciones lineales se puede multiplicar una ecuacidén por una
constante.

(e) Alresolver un sistema de ecuaciones lineales se permite sumar un miltiplo de una ecuacién
a otra.

(f) Todo sistema de ecuaciones lineales tiene una solucion.
Solucion.

(a) Verdadero, este hecho se sigue de que en un espacio vectorial se cumple Ox = O para toda
xeV.

(b) Falso, el subespacio generado por el conjunto vacio es por definicion el subespacio {0}.

(c) Verdadero.

(d) Falso, la constante tiene que ser distinta de cero.

(e) Verdadero.

(f) Falso. Por ejemplo, el sistema conformado por las ecuacionesOx = 1 y x+y = 1no
admite solucion.

2. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por el método expuesto en esta sec-
cion.

40
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2x1 —2xp —3x3 = -2
(a) < 3X1 —3)62 —2)63 +5X4 = 7
X1 — X2 —2x3 — x4 =3

3x; —Txy +4x3 =10
)< x 2x +x3 =3

2x] — Xxo —2x3 =

Xp +2x — x3 + x4 =5
(C) 3 X1 +4XQ —3)63 —3)C4
2x1 +3x — x3 +4xy, =38

X1 +2X2 +2X3 = 2
(d < x; +8x3 +5x4 = —6
L X1 + x +5x;3 +5x4 = 3
.
X + 2X2 — 4X3 — X4 + X5 = 7
—X1 +10x;3 — 3x4 —4xs = —16
(e) <
2x1 + 5x — S5x3 —4xy — x5 = 2
dx; +11lxy, — Tx3 —10x4 —2x5 = 7
.
X1 +2)C2 + 6.X'3 = —1
6 - 2x1 + x + x3 = 8
31 + x — x3 = 15
L X1 +3XQ +1OX3 = -5
Solucion.

(a) Notese que si se intercambian las ecuaciones primera y tercera, los cdlculos se facilitan.

Entonces intercambiemos estas dos ecuaciones del sistema para obtener

X1 — X —2X3 — X4 = -3
3X1 —3)(2 —2X3 +5X4 = 7
2x1 —2xy —3x3 = 2.

Ahora eliminemos x; de la segunda y tercera ecuacion. Esta eliminacién puede efectuarse

sumando —3 veces la primera ecuacion a la segunda, —2 veces la primera ecuacién a la
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tercera; el resultado obtenido sera el nuevo sistema

X1 — X2 — 2X3 — X4 = -3
4x; + 8xgs =16
X3 + 2)64 = 4,

Luego intercambiaremos la segunda y la tercera ecuacion, de manera que obtenemos el
siguiente sistema
X1 —X» —2x3 — x4 =—3
X3 +2)C4 = 4
4X3 +8X4 = 16.
Posteriormente se sumardn multiplos de la segunda ecuacidn a las otras con el objetivo de
eliminar x3 en cada una de las ecuaciones de este sistema, excepto de la segunda. Esto se
hace sumando 2 veces la segunda ecuacion a la primera y —4 veces la segunda ecuacion a
la tercera para obtener

X —X —3x4 =5
x3 +2x4 =4
0 =0.

El sistema anterior es facil de resolver para x; y x3 en términos de las incégnitas x, y x.

Reescribiendo este sistema obtenemos que

X = Xp +3x4 +5
X3 = —2x4 +4

Ahora bien, para cualquier eleccion de los escalares x; y x4 el vector

()Cl, X2, X3, )C4) = (X2 4+ 3x4 + 5, %, —2x4 + 4, X4)

= 1(1,1,0,0) + x4(3,0,—2,1) + (5,0,4,0)

serd solucion del sistema original de ecuaciones.

(b) Para facilitar los cdlculos intercambiaremos las ecuaciones primera y segunda para obtener
X1 —2X2 + x3 = 3
3x1 —Tx, +4x3 =10
2X1 — X2 —2X3 = 6.
Eliminando x; de la segunda y tercera ecuaciones se tiene
xX; —2x% + x3 =3

— X + X3 = 1
3X2 —4X3 = 0.
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Ahora bien, multiplicaremos por —1 la segunda ecuacion para conseguir el siguiente siste-
ma equivalente
X1 —2)62 + x3 = 3
X — X3 = —1
3XZ —4X3 = 0.
Eliminaremos a continuacion x, de las ecuaciones primera y tercera. Esto se hace sumando
2 veces la segunda ecuacion a la primera y —3 veces la segunda ecuacion a la tercera: el

sistema resultante es

X1 —x; = 1
X2 —X3 = —1
—X3 = 3.

Multiplicando por —1 la tercera ecuacion tenemos que

X1 —X3 = 1
Xy —X3 = —1
X3 = -3.

Este sistema es facil de resolver para xi, x, y x3. Lo que se obtiene es que

x1 = x3+1
Xy = X3 — 1
X3 = -3,

Entonces, si sustituimos lo obtenido para x3 en las ecuaciones segunda y tercera se llega a
que x; = —2y x, = —4. En consecuencia, la solucién (inica) al sistema original estd dada
por la terna (—2, —4, —3).

(c) Eliminando x; de la segunda y tercera ecuacion se adquiere el siguiente nuevo sistema

X 2% — x3 + x4 = 5
2.X2 —2X3 —4X4 = 1
— X + x3 +2x4 = —2.

Intercambiando las ecuaciones segunda y tercera obtenemos el sistema equivalente

X1 2% — x3 + x4 = 5
— X + X3 +ZX4 =-2
2X2 —2)&73 —4X4 = 1.

Multiplicando por —1 la segunda ecuacién conseguimos un sistema equivalente
X 2% — x3 4+ x4 =5
X2 — X3 —2)64 =2

2X2 —2)C3 —4)64 = 1.
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Sumando multiplos adecuados de la segunda ecuacion a las ecuaciones primera y tercera

se obtiene
X +x3 +5x; =1
Xo —Xx3 —2x4 =2
0 =1.

La presencia de la igualdad O = 1 indica que el sistema original no tiene soluciones.
(d) {(—16 — 85,9 + 35,5,2) : s R}.
(e) {(—4+10s — 31,3 — 35+ 21,5,1,5) : 5, € R}.
® {(3,4,-2)}.

3. Para cada uno de los siguientes grupos de vectores en R?, determine si el primer vector puede

0 no ser expresado como una combinacion lineal de los otros dos.
(@ (=2,0,3),(1,3,0), (2,4, -1)
() (1,2,-3),(-3,2,1),(2,—1, —1)
© (3,4,1),(1,-2,1), (=2, -1, 1)
(d) (2,— ,0),(1,2,-3),( ,—3,2)
(5,1,-5),(1,-2,-3),(=2,3,—4)
f (- (

1
(e)
2,2,2), (1,2, —1),(~3,-3,3)

b ’

Solucion.

(a) Se trata de determinar si existen a, b € R tales que

(—2,(),3) = a(1,3,0)+b(2,4,—1)
= (a+ 2b,3a + 4b,—D).

Esta igualdad de vectores implica que a y b deben satisfacer el siguiente sistema de ecua-

ciones
a +2b =-2
3a +4b = 0
— b = 3.
De la tercera ecuacion del sistema anterior se desprende que b = —3. Sustituyendo lo

anterior en la primera ecuacién (o en la segunda) obtenemos que a = 4. Por lo tanto, el

primer vector si se puede expresar como una combinacion lineal de los otros dos:

(—=2,0,3) = 4(1,3,0) — 3(2,4,—1).
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(b) El primer vector si puede ser expresado como una combinacion lineal de los otros dos. De
hecho, (1,2, -3) = 5(-3,2,1) + 8(2,—1,—1).
(c) Nuevamente, se trata determinar si existen a, b € R tales que
(3,4,1) = a(l,-2,1)+b(-2,—1,1)
= (a—2b,—2a—b,a+Db).

El problema se reduce entonces al andlisis de la resolubilidad del siguiente sistema de

ecuaciones
a — 2b = 3
—2a — b = 4
a + b =1
Al eliminar a de las ecuaciones segunda y tercera se obtiene el sistema siguiente:
a — 2b = 3
- 5 = 10
3b = -2

Multiplicando a continuacion la segunda ecuacién por —%, llegamos al sistema:

a — 2b = 3
b = =2
3b = =2

Posteriormente eliminamos b de las ecuaciones primera y segunda: lo que se obtiene al

hacer esto es el sistema

a = -1
b = -2
0 = 4

La presencia de la igualdad espuria 0 = 4 indica que el sistema de ecuaciones original
no tiene soluciones y, por lo tanto, (3,4, 1) no es una combinacion lineal de (1,—2,1) y
(—=2,—1,1).
(d) No, el primer vector no puede ser expresado como una combinacion lineal de los otros dos.
(e) No, el primer vector no puede ser expresado como una combinacién lineal de los otros dos.
(f) El primer vector si puede ser expresado como una combinacion lineal de los otros dos. De
hecho, (—2,2,2) = 4(1,2,—1) + 2(-3,-3,3).

4. Para cada uno de los siguientes grupos de polinomios en P3(R), determine si el primer poli-

nomio puede o no ser expresado como una combinacidn lineal de los otros dos.
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@ x> =3x+53+2x% —x+ 1,3 +3x2 -1

(b) 4x° +2x> — 6, x> =22 +4x+ 1,38 —6x* + x + 4

() —2x° — 11X +3x+ 2,23, —2x2 +3x— 1,283 + x> + 3x =2
d) P+ x> +2x+13,2x3 =382 +4x+ 1, x> — x> +2x + 3

(e) x* —8x* +4x, x> —2x> +3x— 1,x* —2x+3

) 63 =32+ x+2,x° —x>+2x+3,2x° + x> —3x+ 1

Solucion.

(a) El problema se reduce a determinar si existen a, b € R tales que

X =3x+5 = a(x@+2x* —x+1) +b(x> +3x* - 1)
= (a+Db)xX + (2a+3b)x* + (—a)x + (a — b).

Esta igualdad de polinomios implica que a y b deben satisfacer el siguiente sistema de

ecuaciones
a + b = 1
2a + 3b = 0
- a = -3
a — b = 5.

Resoviendo este sistema de ecuaciones por el método que se utiliz6 en el problema anterior

obtenemos que la solucion al sistema es a = 3y b = —2. De esto se sigue que
=34+ 5=3x+2x" —x+1)—2(x +3x - 1),

lo cual nos permite concluir que el primer polinomio dado si se puede escribir como com-
binacién lineal de los otros dos.
(b) Emulando lo hecho en el inciso anterior, todo se reduce a determinar si existen a, b € R de

tal manera que

a + 3b = 4
—2a — 6b = 2
4a + b = 0
a + 4 = —6.

Al proceder segtin el método discutido en el libro, lo que hacemos en primer lugar es

eliminar la incégnita a de las ecuaciones segunda, tercera y cuarta y al sistema equivalente
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al cual llegamos es

a + 3b = 4
— 0 = 10

— 11b = -—16

b = -10.

La presencia de la igualdad espuria 0 = 10 indica que el sistema no tiene solucién. Por lo
tanto, el primer polinomio dado no se puede escribir como una combinacion lineal de los
otros dos.

(c) El primer polinomio si puede ser expresado como una combinacion lineal de los otros dos.
De hecho, —2x* — 11x% + 3x + 2 = 4(x® — 2x* + 3x — 1) — 3(2x* + x* + 3x — 2).

(d) El primer polinomio si puede ser expresado como una combinacidn lineal de los otros dos.
De hecho, x* + x2 +2x + 13 = —2(2x° — 3x? +4x + 1) + 5(x* — x* + 2x + 3).

(e) No, el primer polinomio no puede expresarse como combinacion lineal de los otros dos.

(f) No, el primer polinomio no puede expresarse como combinacion lineal de los otros dos.

S. En F" sea e; el vector cuya coordenada j-ésima es 1y cuyas otras coordenadas son 0. De-

mostrar que {e;, ey, ...,e,} generaa F".

Solucion.

Se puede ver facilmente que {e, e,, .. .,e,} generaa F" puesto que si (x;, xa, ..., x,) € F" entonces

(X1, X5 -+, Xp) = X1€1 + Xp€2 + -+ + X,€.

6. Mostrar que P, (F) puede generarse por {1, x, x%,..., x"}.

Solucion.
Si p(x) = ax" + a,_ X" ' + -+ + ayx; + ag € P,(F) entonces se cumple claramente que

p(x) e L({1,x,x*,...,x"}).
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7. Mostrar que las matrices

o) Go) (0 6

Lo que hay que mostrar es que cualquier elemento de M,,,(F) puede ser expresado como una

generan a M. (F).

Solucion.

combinacion lineal de las cuatro matrices dadas.

A B
Sea ( ) € Myy»(F). Puesto que

C D
A B 1 1
=A 0—|—BO +COO+DOO,
C D 00 00 1 0 0 1

la conclusion deseada se tiene.

8. Demostrar que si

u (10, (00 (0
o) o) YT o)

entonces el subespacio generado por {M;, M,, M3} es el conjunto de todas las matrices simétricas
de 2 x 2.

Solucion.

e a
Una matriz simétrica de 2 x 2 es de la forma ( ) para algunos escalares a, b y c. Puesto que

C

a b
< ) ZaM1+CM2+bM3,
b c

: a b :
se sigue que (b ) € L({M,, M, M3}). Por otra parte, si M € L({M,, M,, M3}) entonces
c

M = CL’M] +ﬁM2 +')’M3

para algunos escalares @, 8,y € R. Asi

weo(3 ) a8 ) (0 )= (0 )
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y M es entonces una matriz simétrica pues

9. Para cualquier elemento x en un espacio vectorial, demostrar que L({x}) = {ax | a € F}).
Interpretar este resultado geométricamente en R

Solucién.
Siy € L(x) entonces

y = ax,

para algiin a € F. Inversamente, si y' € {ax | a € F}, entonces
/
Yy = aoX,

para algin ao € F y, por lo tanto, y € L({x}). Puesto que se ha establecido la validez de las dos

inclusiones L({x}) < {ax |a € F})y{ax | a € F}) < L({x}), el resultado deseado se sigue.

En R, el subespacio generado por {x} es exactamente igual a la recta que pasa por (0,0,0) y el

punto x.

10. Demostrar que un subconjunto W de un espacio vectorial V es un subespacio de V si y solo
si L(W) = W.

Solucioén.
[=] Supongamos que W es un subespacio de W. Puesto que la inclusion W < L(W) siempre
se cumple entonces lo unico que resta demostrar es que L(W) < W. Sea x € L(W). Entonces
X =aw+awy+---+a,w,donde a, a, ..., a, sonescalaresy wi,ws, ..., w, € W.Como W es un
subespacio entonces en la luz del ejercicio I11.24 se garantiza que x = ayw;+awy+- - -+a,w, € W.
Se ha establecido asi que L(W) < W.
[<] Supongamos ahora que L(W) = W. Como L(W) es siempre un subespacio del espacio V que

contenga a W, la conclusion deseada se sigue.
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11. Demostrar que si S; y S, son subconjuntos de un espacio vectorial V tales que S| < S5,

L(S1) < L(S3). En particular, si S| < S,y L(S,) = V, se deduce que L(S,) = V.

Solucién.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que tanto S| como S, son no vacios. Sea x € L(S).

Entonces existen ay,...,a, € Fy uy,...,u, € S tales que
X =auy + -+ a,uy,.
Como §| < §, entonces se tiene que uy, ..., u, € S, y en consecuencia
X =aju + -+ ayu, € L(S,).
Esto es justamente lo que se pretendia establecer.

La segunda parte del ejercicio se establece de la siguiente manera: si L(S;) = V entonces
V =L(S,) S L(S,) € Vy, por lo tanto, L(S,) = V.

12. Demostrar que si S; y S, son subconjuntos cualesquiera de un espacio vectorial V, entonces
L(S] U Sz) = L<S1) + L(SQ)

Solucion.
Sea x € L(S; U S,). Entonces existen a1, ...,a, € Fy uy,...,u; € S1 U S tales que
X =auy + -+ a,uy,.

Si ninguno de los vectores u; pertenece a S ; entonces cada uno de los vectores u; pertenece a S, y

por lo tanto
(11) X =au + -+ auu, € L(S,),
de lo cual se sigue que x € L(S ) + L(S,).

Se puede razonar de manera anéloga en el caso de que ninguno de los vectores u; pertenezca a S ,.

De otra manera, el conjunto {uy,...,u,} puede escribirse en la forma
i, u{wn, o wa g
donde cada v; es elemento de S y cada w; es elemento de S,. En vista de esto se sigue que

(12) X = ayu + - -+ au,

(13) = (v + -+ o) + (@pwr + -+ W)
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donde (a1, ..., @, @y, .- .,@,) €s un vector que se obtiene mediante una permutacién de las en-

tradas del vector (ay, ..., a,). De las igualdades en (12) y (13) se desprende que

X e L(Sl> + L(Sz)

Sea ahora x € L(S1) + L(S3). Se cumple asi que
X=y+z

donde y € L(S,) y z € L(S,). Luego, existen ay,...,a,,b1,...,by € F, uy,...,u, € S1y

Vi,...,Vy € 8, tales que

(14) y=au + -+ a,
y

(15) 2=bvy+ -+ by

De la ecuaciones (14) y (15) se sigue que
X=ayu + -+ ayly, +byvy + - 4 by

Al tenerse que uy, . .., Uy, vy,...,v, € S1US; se concluye que x € L(S;US,); ergo, L(s;)+L(S,) <

L(S; U S,) ylademostracion culmina.

13. Sean S| y S, subconjuntos de un espacio vectorial V. Demostrar que L(S1nS,) < L(S) n
L(S;). Dar un ejemplo en el cual L(S| n S,) y L(S1) n L(S,) sean iguales y un ejemplo donde

sean distintos.

Solucion.

Sixe L(S; n S,) entonces

X = a1Uy + auy + - - -+ au,
donde cada a; es un escalar del campo que subyace a V y cada u; es un vector que pertenece a
S1 N §,. Se tiene asi que cada vector u; pertenece tanto a S| como a S, y por consiguiente x puede
verse como una combinacion lineal de elementos de S y también como una combinacion lineal de

elementos de S,. Ergo, x € L(S1) n L(S,) y la prueba de esta parte del ejercicio termina.

Para dar un ejemplo donde se cumpla que L(S ;) nL(S») = L(S1nS,) podemos recurrir al ejercicio

10. En vista de dicho problema se tiene que si S| y S, son subespacios cualesquiera de V entonces

L(S]ﬂSz)IslﬁSZ.
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Finalmente, un ejemplo donde se cumple que L(S1 N S») # L(S1) n L(S,) puede obtenerse como
sigue:siS; = {(1,0,0)} = R’y S, = {(—1,0,0)} = R’ entonces S;nS, = &y, en consecuencia,

L(S1nS2) = L(D) = {(0,0,0)}.

Por otra parte,
L(S1) N L(S») = {(1,0,0) | € R}.




Seccion V. Dependencia e independencia lineal

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) SiS esun conjunto linealmente dependiente, cada elemento de S es una combinacion lineal
de otros elementos de S .

(b) Cualquier conjunto que contenga al vector cero es linealmente dependiente.

(c) El conjunto vacio es linealmente dependiente.

(d) Subconjuntos de conjuntos linealmente dependientes son linealmente dependientes.

(e) Subconjuntos de conjuntos linealmente independientes son linealmente independientes.

(f) Si x1,x3,...,x, son linealmente independientes y a;x; + axx, + - - - + a,x, = 0, todos los

escalares a; son iguales a cero.
Solucién.

(a) Falso, si S = {(1,0),(2,0),(0,1)} entonces S es linealmente dependiente pero, (0, 1) no
es combinacion lineal de los otros dos elementos de S'.

(b) Verdadero, pues en cualquier espacio vectorial V sobre un campo F se cumple que 15-0 =
0.

(c) Falso, puesto que los conjuntos linealmente dependientes deben de ser necesariamente no
vacios.

(d) Falso, se tiene que S = {(1,0),(2,0),(0,1)} < R? es linealmente dependiente pero el
{(1,0),(0,1)} de S es linealmente independiente.

(e) Verdadero, es lo que afirma el Corolario al Teorema 1.8.

(f) Verdadero, puesto que un conjunto finito es linealmente independiente si la tinica manera
de expresar al cero como combinacién lineal de algunos de sus elementos es con puros

escalares iguales a 0.

2. En F" sea e; el vector cuya coordenada j-ésima es 1 y las demds son 0. Demostrar que
{e1,ea,...,e,} es linealmente independiente.

53



SECCION V. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL 54

Solucion.
Nétese que los vectores e; son de la forma (1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0...,1). Luego, si

suponemos que a4y, . .., a, € F satisfacen que
O = (0,0,...,0) = aje; + axey + - - + ape, = (a1, aa, ..., a,)

entonces 0 = a; = a, = --- = a,. Por lo tanto, {e,e,,...,e,} es un subconjunto linealmente

independiente de F".

3. Demostrar que el conjunto {1, x, x?, ..., x"} es linealmente independiente en P, (F).

Solucién.
Supongamos que se cumple la siguiente igualdad

Opn(p) = Cl()l + ax + -+ anx"

Usando el criterio de igualdad de elementos en P,(F) se desprende inmediatamente que a; = 0
para cada i € {0,1,2,...,n}. En consecuencia, el conjunto {1, x, x?,..., x"} es linealmente inde-

pendiente.

4. Demostrar que las matrices

1 0 01 0 0 0 0
00/ loo) \10of  \o1
son linealmente independientes en M, (F).

Solucion.
Lo que se requiere probar es que, si la matriz cero de M, (F) se escribe como combinacién lineal
de las matrices dadas, los escalares que figuren como coeficientes en dicha combinacién deben ser

todos iguales a 0.

Supongamos pues que ay, a,, as, as € F hacen que se cumpla la igualdad

1 0 01 00 00 00
ap + as + as + ay = .
00 00 10 0 1 00
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Al simplicar la expresion que aparece en el lado izquierdo izquierdo de la igualdad anterior se llega

alaz_OO
a3a4_00'

De lo anterior se desprende a; = a, = a3 = a4 = 0, lo cual implica a su vez que las matrices dadas

aque

son linealmente independientes.

S. Encontrar el conjunto de matrices diagonales linealmente independientes que generan al

espacio vectorial de matrices diagonales de 2 x 2.

1603}

6. Demostrar que {x, y} es linealmente dependiente si y solo si x o y es un multiplo del otro.

Solucién.
Helo aqui:

Solucién.
[=] Si {x, y} es linealmente dependiente entonces a;x + a,y = 0 para algunos escalares a; y a, los
cuales no son iguales a 0 simultineamente. Suponiendo—sin pérdida de generalidad—que a; # 0,
se obtendria que x = (—az)al_ly, lo que equivale a decir que x es un multiplo de y.
[«] Si x es miltiplo de y entonces x = ay para algin escalar a; de esto se sigue que 1x+(—a)y = 0,
lo cual nos permite concluir que {x, y} es linealmente dependiente. Si acaso fuese y el miltiplo de

x, la demostracion se llevaria a cabo de manera anédloga.

7. Dar un ejemplo de tres vectores linealmente dependientes en R? tales que ninguno de los tres

es multiplo de otro.

Solucioén.
Considérense por ejemplo los vectores x = (1,0),y = (0,1) yz = (1,1). Puestoque x + y — z =
(0,0), esos tres vectores son linealmente dependientes en R?. Se cumple también que ninguno de

esos vectores es un multiplo escalar de alguno de los otros dos.
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8. Demostrar el Teorema 1.8 y su Corolario.

Solucién.
Demostracién del Teorema 1.8. Como S es linealmente dependiente entonces existen escalares
a,a,...,a, no todos ceroy u,,u,,...,u, € S tales que

ajuy + arty + - - - + ayu, = 0.

Puesto que S < S, entonces uy, u, ..., u, € S, y por lo tanto el vector cero de V se puede escribir
como una combinacidn lineal no trivial de elementos de S,: esto implica claramente que S, es un
subconjunto linealmente dependiente.

Demostracién del Corolario al Teorema 1.8. Si S, es linealmente independiente entonces S, no
es linealmente dependiente. De esto y el Teorema 1.8 se sigue entonces que S no es linealmente
dependiente. En consecuencia, S ; es linealmente independiente y esto es lo que se deseaba estable-

CCr.

Observacion. El Corolario no es sino la proposicién contrarreciproca del Teorema 1.8.

9.

(a) Demostrar que {u, v} es linealmente independiente si y solo si {u + v, u — v} es linealmente
independiente.

(b) Demostrar que {u, v, w} es linealmente independiente si y solo si {u + v,u + w,v + w} es
linealmente independiente.

Solucién.
(a) [=] Supongamos que a y 3 son escalares tales que
a(u+v)+pu—v)=0.
Esta igualdad se puede reescribir de la siguiente manera:
(@ +Bu+ (a—pB)v=0.

Puesto que {u, v} es linealmente independiente, la igualdad anterior implica que @ + 8 = 0
y @ — 8 = 0. De estas dos igualdades se sigue a su vez que @ = S = 0. Se concluye asi que
{u + v,u — v} es linealmente independiente.
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[«] Supongamos que « y B son escalares tales que

au + pv = 0.
Esta igualdad es equivalente a:
a + a —
( ﬁ)(u+v)+( B)(u—v)zo.
2 2
De esto y la hip6tesis de que {u + v, u — v} es linealmente independiente podemos concluir
que (Q—erm =0 = (”%ﬂ) De estas igualdades se sigue a su vez que @ = 8 = 0. Ergo, {u, v}

es un conjunto linealmente independiente.

(b) [=] Supongamos que «, By y son escalares tales que
au+v)+pu+w)+ylv+w) =0.
Esta igualdad se puede reescribir de la siguiente manera:
(@+Bu+ (a+yyv+ (B+yw=0.

Puesto que {u, v, w} es linealmente independiente, la igualdad anterior implica que a + 8 =
a+ vy = B+ 7y = 0. De estas igualdades se obtiene a su vez que « = 8 = y = 0. Se
concluye asi que {u + v,u + w,v + w} es linealmente independiente.

[«] Supongamos que «, By y son escalares tales que
au +pv+yw = 0.

Esta igualdad es equivalente a:

(@+B—7) (@+y—p) Bry—a
)+ ) +
De esto y la hipétesis de que {u + v,u + w,v + w} es linealmente independiente podemos

(e4B—y) _ (at+y=B) _ pty—a _
2 2 2

a = B =7y = 0. Ergo, {u,v} es un conjunto linealmente independiente.

v) + (v+w)=0.

concluir que 0. De estas igualdades se sigue a su vez que

10. Demostrar que un conjunto S es linealmente dependiente si y solo si S = {0} o si existen

vectores distintos y, x1, X, ..., X, en S tal que y es una combinacién lineal de {xi, x5, ..., x,}.
Solucion.

[=] Si S es linealmente dependiente y S # {0} entonces existen escalares ay, a,, . . ., a, no todos

cero y vectores distintos wy, w,,...,w, € S tales que

aw, + awy + - - + a,w, = 0.
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a; # 0. La combinacion lineal anterior se puede
reescribir entonces de la siguiente manera:
ay ay,
wi+ —wy+ -+ —w, =0.
ap ap
Esto implica que w; es una combinacion lineal de wis, wy, ..., w,. La conclusion deseada se sigue

al hacer

Y =W, X1 = Wy, Xo = W3,...,X; = Wy

[«<] Si § = {0} entonces S es claramente un conjunto linealmente dependiente. Supongamos
ahora que existen vectores distintos y, xi, x»,..., X, € S tales que y es una combinacién lineal de

X1, X2, ..., X, € S. Esto indica que existen escalares ay, as, .. ., a, tales que
y=a1XxX1 + axx; + -+ a,x,
0, equivalentemente, tales que
0=ax; +ax;+ - +ayx,+ (—1)y.

De la igualdad anterior se colige que S es linealmente dependiente.

11. Sea S = {xy,x,...,x,} un conjunto finito de vectores. Demostrar que S es linealmente
dependiente si y solosi x; =0 o x;.1 € L({x1,xp,...,x}) para algin k < n.

Solucion.
[=] Supongamos que x; # 0. Esto implica que si a1, ay, ..., a, son escalares no todos cero tales
que

ax; +ayx, + - +ax, =0,

entonces a; # 0 para al menos un j € {2,...,n}. Sea £ = max{j € Nn [2,n] | a; # 0}. Se cumple
entonces que
arXe = Z (_am)-xma
l<m<(-1

de lo cual se desprende que

X = Z (—am)aglxm € L({x1, %2, ..., Xr_1}).

I<m<(—1

[«<] Si x; = 0 entonces S es linealmente dependiente pues cualquier subconjunto de un espacio

vectorial V que tiene por elemento a Oy es linealmente dependiente. Si x4 € L({x1, x2,..., x})



SECCION V. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL 59

para algiin k < n entonces existen escalares a,a,, ..., a; tales que x, 1 = a;x; + axx, + - - - + agxy.

De eso se desprende a su vez que
0=ayx;+ -+ apxg + (—1)xe1 + Oxgyn + - -+ + Ox,,

lo que nos permite concluir que S es linealmente dependiente.

12. Demostrar que un conjunto S de vectores es linealmente independiente si y solo si cada

subconjunto finito de S es linealmente independiente.

Solucién.
[=] Es una consecuencia inmediata del Corolario demostrado en el ejercicio 8 de esta misma

seccion de problemas.

[<] Supongamos que S no es linealmente independiente. Esto quiere decir que existen ay, . ..,a, €

F (no todos cero) y vectores distintos xi, ..., x, tales que
axy + ayx, + -+ a,x, = 0.

De esto se desprende que el conjunto {xi, ..., x,} es un subconjunto finito de S que es linealmente

dependiente. Lo anterior entra en contradiccion con la hipétesis dada y la demostracion termina.

13. Sea M una matriz cuadrada triangular superior (como se defini6 en el ejercicio 111.12)
que tenga términos no nulos en la diagonal. Demostrar que las columnas de M son linealmente

independientes.

Solucion.
Sea M = (M;;)1<; j< una matriz triangular superior tal que M;; # O paracadai € {1,2,...,n}. Lo

que tenemos que demostrar es que los vectores

M, M, M3 M,,
0 M>, M3 M,,
Mi=| 0 |, My=| 0 |, My=|Msz|, ..., M,=| M3,



SECCION V. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL 60

son linealmente independientes. Para ello, supongamos que ay, as, . .., a, € R son tales que

0
0

aM, +a,M, + - +a,M,= 1|0

Se tiene entonces que

alM“+a2M12+a3M13+---+anM1n 0
a My, + asMo; + - - - + a,M>, 0
a3M33 + -+ a,,M3,, = 0

a,M,, 0

Como M;; # 0 paracada i€ {1,2,...n}, de laigualdad anterior se sigue que
a,=0,a,,=0,a,,=0,...,a,=0y a =0.

De todo lo anterior se colige que el conjunto conformado por las columnas de M es linealmente

independiente.

14. Sean f y g funciones definidas por f(1) = ¢y g(t) = e*, donde r # s. Demostrar que f
y g son linealmente independientes en ¥ (R, R). Sugerencia: Suponer que ae” + be* = 0. Hacer
t = 0 y obtener una ecuacion que involucre a y b. Luego diferenciar ae” + be® = 0y hacert = 0

para obtener una segunda ecuacion en a y b. Resolver ambas ecuaciones paraa y b.

Solucién.
Supongamos que a, b € R satisfacen que

(16) ae +be' =0
para cada 7 € R. Si evaluamos el lado izquierdo de (16) en = 0 obtenemos la siguiente ecuacion:
(17) a+b=0.

Por otro lado, si derivamos ambos lados de (16) con respecto a ¢ y después evaluamos el resultado

ent = 0, se obtiene que

(18) ar +bs = 0.
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Resolviendo el sistema de ecuaciones conformado por las ecuaciones (17) y (18) se obtiene que
a = b = 0. Concluimos de esto que las funciones f y g si son linealmente independientes en

F(R,R).




Seccion VI. Bases y dimensiones

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) El espacio vectorial cero no tiene base.

(b) Todo espacio vectorial generado por un conjunto finito tiene una base.

(c) Todo espacio vectorial tiene una base finita.

(d) Un espacio vectorial no puede tener mas de una base.

(e) Si un espacio vectorial tiene una base finita, entonces el nimero de vectores en todas las
bases es el mismo.

(f) La dimensi6n de P,(F) es n.

(g) La dimensién de M,,x,(F) es m + n.

(h) Suponer que V es un espacio vectorial dimensionalmente finito, que S es un subconjunto
linealmente independiente de V' y que S, es un subconjunto de V que genera a V. Luego,
S| no puede tener mds elementos que S ;.

(i) Si S genera el espacio vectorial V, entonces todo vector en V puede escribirse como una
combinacion lineal de elementos de S de una sola manera.

(j) Todo subespacio de un espacio dimensionalmente finito es dimensionalmente finito.

(k) Si V es un espacio vectorial de dimension n, entonces V tiene exactamente un subespacio
de dimension 0 y exactamente un subespacio de dimension n.

(D) Si Wy y W, son subespacios dimensionalmente finitos de un espacio vectorial, entonces
dim(W; + W,) = dim(W;) + dim(W,).

Solucion.

(a) Falso, del hecho de que L() = {0} se sigue que el conjunto ¢ es una base para el espacio
vectorial cero.

(b) Verdadero, que ello es asi lo garantiza el Teorema 1.10.

(c) Falso, un contraejemplo lo brinda el espacio vectorial de todos los polinomios con coefi-
cientes reales.

(d) Falso. Por ejemplo, no resulta dificil convencerse de que {(1,0),(0,1)} y {(1,—1),(1,1)}
son bases distintas para R2.

62
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(e) Verdadero, esto lo garantiza el Corolario 3 del Teorema 1.11.

(f) Falso, la dimension de P,(F) esn + 1.

(g) Falso, la dimension de M,,«,(F) es m x n.

(h) Verdadero, ver por ejemplo [2, Theorem 1.10].

(i) Falso. Por ejemplo, el conjunto S = {(1,0),(0,1),(2,0)} genera al espacio vectorial
R?, pero el elemento (10,0) se puede expresar de dos maneras distintas (al menos) co-
mo combinacién lineal de elementos de S: (10,0) = 10(1,0) + 0(0,1) + 0(2,0) vy
(10,0) = 0(1,0) + 0(0, 1) + 5(2,0).

(j) Verdadero. De acuerdo con el Teorema 1.12, si V es un espacio vectorial de dimensién n
y W es un subespacio de V entonces dim(W) < n.

(k) Verdadero: el unico subespacio de dimension 0 de V es {Oy} y el tnico subespacio de
dimensiéonn de Ves V.

() Falso. El Teorema 1.13 indica que si W; y W, son subespacios dimensionalmente finitos
de un espacio vectorial V entonces W, + W, es dimensionalmente finito y dim(W; + W,) =
dim(W,;) + dim(W,) — dim(W; n W,). Luego, si dim(W; n W,) # 0 entonces la igualdad
dim(W; + W) = dim(W,) + dim(W,) no se cumple.

2. Determinar cuéles de los siguientes conjuntos son bases para R>.

(@ {(1,0,-1),(2,5,1),(0,—4,3)}

() {(2,-4,1),(0,3,-1),(6,0,-1)}

(0 {(1,2, 1),(1,0 2),(2,1,1)}

(d) {(-1,3,1),(2,—4,-3),(-3,8,2)}

(e) {(1,-3,-2),(-3,1,3),(-2,-10,-2)}
Solucion.

Basta con determinar cudles de esos conjuntos son linealmente independientes (si son linealmente

dependientes entonces no pueden conformar una base y si son linealmente independientes entonces

se aplica el resultado que indica que, en un espacio vectorial V de dimension n, cualquier subcon-

junto linealmente independiente de cardinal n es una base de V).

(a) Supongamos que a;, a, y as son escalares tales que

a1(1,0,—1) + a5(2,5,1) + a3(0, —4,3) = (0,0,0).
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Entonces, al desarrollar la expresion que aparece en el lado izquierdo de la igualdad ante-

rior, se obtiene el siguiente sistema

a;  +2a = 0
5a2 *4&3 = 0
—a; + a +3a3 = 0

Utilizando el método que se empled en los ejercicios de la seccion IV, obtenemos que

a; = a, = az = 0. Por consiguiente, el conjunto de vectores dado si es una base para R?.

(b) Nuevamente, supongamos que a;,d,,a; € R cumplen que

a;(2,—4,1) + a,(0,3,—1) + a3(6,0,—1) = (0,0,0).

Esta ecuacion conduce al siguiente sistema de ecuaciones

2611 +6a3 =0
—4da; +3a; = 0
aq —ay —as3 = 0

Aplicando el método aprendido en la seccion IV y puesto en practica en los ejercicios de

esa misma seccidn obtenemos el siguiente sistema equivalente

ap +3Cl3 = 0
ay +4Cl3 = O
0 =20

La tercera ecuacion indica que el sistema original tiene un ndmero infinito de soluciones;
de esto se desprende que pueden existir escalares a;, a,, a; no todos cero que verifiquen
(19). En consecuencia, €l conjunto de vectores dado no es una base para R>.

Los incisos faltantes se pueden abordar de manera anédloga. Las respuestas que en esos

casos se obtienen son:

(c) El conjunto sf es una base para R3.

(d) El conjunto si es una base para R>.

(e) No, el conjunto no es una base para R*.

3. Determinar cuales de los siguientes conjuntos son bases para P,(R).

(@ {—1—x+2x%42+x—2x%1—2x +4x*}

(b) {1 +2x+ x%,3 + x%, x + x*}

(©) {1 +4x—2x* -2+ 3x— x>, -3 — 12x + 6x°}

(d) {—1+2x+4x%,3 —4x — 10x%, =2 — 5x — 6x*}
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(e) {1 +2x—x%4—2x+ x*,—1 + 18x — 9x?}

Solucion.
Al igual que en el problema anterior, todo se reduce a determinar cudles de esos subconjuntos de

P>(R) son linealmente independientes.
(a) Supongamos que se cumple que a;,a, y az son escalares tales que
ay(—1—x+2x*) +a2+x—2x") +a3(1 —2x+4x*)=0-14+0-x+0- x%
La igualdad anterior se puede reescribir de la siguiente manera
(2a; — 2a, + 4a3)x* + (—a; + ay — 2a3)x + (—a; + 2a, + a3) = 0.
Esta igualdad implica que a; a, y a3 deben satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones

2a; —2a, +4a; = 0
—a; + a —2613 = 0
—a +2(12 + a3 = 0

Utilizando el método que se empled en los ejercicios de la seccion IV se obtiene que el
conjunto solucién del sistema anterior es infinito. Ergo, este conjunto de vectores no es
linealmente independiente y, consecuentemente, no es una base para P, (R).

(b) Supongamos que a;,a, y a3 son escalares tales que se satisface la siguiente igualdad
a(1+2x+ ) + a3+ ) +as(x+x*)=0-1+0-x+0-x°

La igualdad anterior nos conduce a plantear el siguiente sistema de ecuaciones

a + a +az = 0
2(11 +as = 0
a; +3ap = 0

Al aplicar nuevamente el método, obtenemos que la tnica solucién a este sistema es la
trivial; esto nos indica que el conjunto {1 + 2x + x2,3 + x?,x + x*} si es linealmente
independiente y por lo tanto si es una base para P,(R).
Los incisos faltantes se resuelven de manera similar.
(c) El conjunto no es siquiera un subconjunto de P,(R) linealmente independiente.
(d) En este caso, el conjunto dado si es una base de P,(R).
(e) El conjunto no es siquiera un subconjunto de P,(R) linealmente independiente.
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4. ;Generan los polinomios x* — 2x*> + 1,4x> —x+3 y 3x—2 a P3(R)? Justifique su

respuesta.

Solucion.
No, pues de acuerdo con el Corolario 4 del Teorema 1.11 cualquier conjunto finito que genere a

un espacio vectorial de dimension 4 debe constar exactamente de 4 elementos.

5.(Es {(1,4,-6),(1,5,8),(2,1,1),(0,1,0)} un subconjunto linealmente independiente de R*?
Justifique su respuesta.

Solucion.
No, pues R? tiene dimensién 3 y, de acuerdo con el Corolario 2 del Teorema 1.11, cualquier sub-
conjunto linealmente independiente de un espacio vectorial de dimensién 3 contiene como maximo

3 elementos.

6. Dar tres bases diferentes para R? y Moy (R).

Solucién.
La base canénica de R? es la siguiente

%=1)-0)}

Para generar nuevas bases en R? nos podemos ayudar del ejercicio V.9-(a) (donde se demostré que
el subconjunto {u, v} del espacio vectorial V es linealmente independiente si y solo si {u + v, u — v}

es linealmente independiente). Ese ejercicio nos permite garantizar que

{000 =-{0)-0)

son otras dos bases para R.

En M;.»(R) la base estdndar es

(R AR I
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Considerando multiplos escalares de los elementos de esa base podemos producir otras bases del

espacio vectorial M, ,»(R):

{66
{066

7. Los vectores x; = (2,—-3,1),x = (1,4,-2),x3 = (—8,12,—4), x4, = (1,37,—17) y

xs = (—3,—5,8) generan a R*. Encontrar un subconjunto de {xi, x,, x3, X4, X5} que sea una base

para R?.

Solucion.

Para empezar, seleccidnese cualquier elemento no nulo del conjunto generatriz, digamos x;, como
uno de los elementos de la base. Como —4x; = x3, el conjunto {x;, x3} es linealmente dependiente
(cf. ejercicio V.6) y, por lo tanto, x3 no puede ser incluido en la base. Ademds, como x, no es
multiplo escalar de x; y —3x; + 7x, = x4, entonces x4 tampoco puede ser incluido en la base
(pero x, si). Finalmente, al tenerse que xs ¢ L({xj,x,}), se sigue que {x;,x,, x5} es linealmente
independiente. Puesto que {x;, x, x5} tiene el cardinal adecuado se concluye que es una base para
R3.

8. Sea V el espacio vectorial que consta de todos los vectores de R’ para los cuales la suma de

las coordenadas es cero. LLos vectores
x; = (2,-3,4,-5,2),x = (—6,9,—12,15,-6),x3 = (3,-2,7,-9,1), x4 = (2,—8,2,-2,6)
xs = (—1,1,2,1,-3),x = (0,-3,—-18,9,12),x; = (1,0, -2,3,-2),x3 = (2,—1,1,-9,7)

generan a V. Encontrar un subconjunto de {x;, x», ..., xg} que sea una base para V.

Solucion.
En este conjunto generatriz, vamos a seleccionar un elemento no nulo, digamos x;, como uno de
los elementos de la base. Como —3x; = x,, el conjunto {x;, x,} es linealmente dependiente (cf.
ejercicio V.6) y, por lo tanto, x, no puede ser incluido en nuestra base. Como x3 no es multiplo
de x; y viceversa, el conjunto {x;,x;} es linealmente independiente y, por lo tanto, x3 puede ser

incluido en la base. Para decidir si al agregar el vector x, al conjunto {x;,x3} el nuevo conjunto
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sigue siendo linealmente independiente, lo tinico que se tiene que determinar es si x4 pertenece o
no a L({x;, x3}). Puesto que

Xs4 = 4x; — 2x3,

se sigue que el conjunto {xj, x3, x4} no es linealmente independiente. Lo que se hace a continuacion
es determinar si al agregar el vector x5 al conjunto {xj,x3} se obtiene un conjunto linealmente
independiente. Puede verse que xs ¢ L({xj,x3}). De esto se sigue que el conjunto {x;,x3, x5}
si es linealmente independiente. Nuevamente, para decidir si al agregar el vector x4 al conjunto
{x1,x3, x5} el nuevo conjunto sigue siendo linealmente independiente, lo tnico que se tiene que

determinar es si x pertenece o no a L({xj, x3, x5}). En vista de que
X6 = X1 — 2.X3 — 4X5,

se sigue que el conjunto {x;, x3, X5, X¢} no es linealmente independiente. Determinaremos ahora si
al unir {x;} con {x, x3, x5} se obtiene un conjunto linealmente independiente. No resulta dificil
convencerse de que x; ¢ L({x, x3, x5}). De esto y del hecho de que dim(V) = 4, concluimos que

{x1, x3, x5, x7} s una base para V.

9. Los vectores x; = (1,1,1,1),x, = (0,1,1,1),x3 = (0,0,1,1) y x4 = (0,0, 0, 1) forman una
base para F*. Encontrar la tnica representacion de un vector arbitrario (a1, a,,as,as) en F* como

combinacion lineal de los vectores xi, X, X3 ¥ X4.
Solucion.
Si suponemos que @, 8,7y, € F son tales que
(al,az,a3,a4) = a(l, 1,1, 1) +ﬁ(0, 1,1, 1) + ’}/(0, 0,1, 1) + 5(0, 0,0, 1)
= (,a+B,a+B+vy,a+B+7y+0)

entonces @ = a;, B=ay —a;,y =a3 —a, y 6 = as — az. Se concluye asi que si (a;,a,, a3, as)

es un vector arbitrario de F* entonces

(a1,a2,a3,a4) = a1(1,1,1,1) + (a — a1)(0,1,1,1) + (a3 — a2)(0,0,1,1) + (ag — a3)(0,0,0, 1).

10. Sea

b
V=Mo®), W= ")ev]abceRr
c a
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0
sz{( a)eV:a,beR}.
—a b

Demostrar que W; y W, son subespacios de V y encontrar las dimensiones de Wy, W,, W, + W,
W] N WQ.

Solucién.
Recordemos que para que un suconjunto W de un espacio vectorial V sea subespacio debe cumplir

las tres condiciones siguientes:

(Cl) OV e W.
(b) Siu,ve Wentoncesu +veW.
(¢) Siae Fyue Wentonces au € W.

. . . . 00
Mostraremos a continuacién que W, satisface esas tres condiciones. Puesto que 0y = (0 0l

entonces se cumple que Oy € W,. Esto establece la condicion (a) para W;. Supongamos ahora que
a b a b a b a b a+d b+b »
.| , ] € Wi Entonces +1, = , , | también pertenece
c a ¢ a c a c a c+c a+a
a Wy, pues claramente sus entradas satisfacen la condicion que define a los elementos de W;: esto

b
nos indica que W; cumple la condicién (). Por dltimo, sea @ € Ry (a > e W,. Dado que

c a
(a b) (aa ab)
a = € W],
c a ac «aa

tenemos que W, satisface la condicion (c¢). De todo lo anterior podemos concluir que W si es
un subespacio de V. La demostracién de que W, también es subespacio de V es completamente
andloga.

Calculemos la dimension de W;. Puesto que para cada a, b, ¢ € R se cumple que

RN
{6

genera a W;. Ademas, puede verse facilmente que 8 es un subconjunto de W; que es linealmente

entonces se sigue que

independiente. Concluimos de todo esto que

dim(W,) = 3.
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Calculemos ahora la dimension de W,. Sea a, b € R. Notemos que en este caso

(e3) () )

esto nos indica que una base para W, es

R (SIS

dim(Ws) = 2.

De esto se desprende que

Para determinar la dimension de W, n W,, observemos en primer lugar que

WinW, = abeV'abeW abeW
! > c d “\e¢ d ]ycd 2

_ {( Z>ev;a:d,a:o,c:_b}
(0 p)evies
_ {b<_<; é>ev:beR}.

En consecuencia, una base para W; n W, es

=1}

Por lo tanto, dim(W; n W,) = 1. Finalmente,

dim(W, + W,) = dim(W;) + dim(W,) — dim(W, n W5) =3 +2 — 1 = 4.

70

11. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea un S un subconjunto de V que generaa V.

(a) Demostrar que S contiene al menos n elementos.

(b) Demostrar que un subconjunto de S es base para V. (Tenga cuidado de no suponer que S

sea finito.)

Solucion.



SECCION VI. BASES Y DIMENSIONES 71

(a) Supongamos que |S| < n. En tal caso, el Teorema 1.10 nos permite garantizar la existencia
de una base S de V contenida en S. Como cualesquiera dos bases de un espacio vectorial

han de tener el mismo nimero de elementos entonces se tiene que
dim(V) =n = |So| < |S| <n,

lo cual es decididamente absurdo y la validez del aserto en cuestion se sigue.

(b) Supdngase que B = {vy,...,v,} es una base de V. Puesto que L(B) = V entonces existen
S11s 8215« esSnuloeeesSlns S22y Sun € S y escalares A1, A2 50 e e s Aplye e s Ay A2py o« o s Ay
tales que

Vi = 11811 ta21821 + ...+ Q& Sn

Vo = QupSin t @282 + ...+ O Sun-
Claramente se cumple que B S L({S11, 521 --»Snls«-->S1ns 205 - - -» Sun } )5 de esto y el
ejercicio IV.11 se desprende que {s11, 82155 Suls«--»>Sins S2ms - - » Sun} €8 UN conjunto fi-

nito que genera a V. Apelando nuevamente al Teorema 1.10 podemos concluir que existe

S0 S {115 52155 Suls---»S1n> S2ms - - -» Sun} & S que es base para V.

12. Sean W, y W, subespacios de un espacio vectorial V de dimensiones m y n, respectivamente,
donde m > n. Demostrar que dim(W; n W,) < n'y que dim(W; + W,) < m + n. Dar ejemplos de
subespacios de R* donde cada desigualdad se convierte en igualdad.

Solucion.
La desigualdad dim(W; n W,) < n es una consecuencia inmediata del hecho de que W; n W, es un
subespacio de W,. Por otra parte, la desigualdad dim(W; + W,) < m + n se desprende del Teorema
1.13: de acuerdo con ese teorema

dim(W, + W,) = dim(W;) + dim(W;) — dim(W; n W)
= m+n—dim(W, n W)

< m+n.

La igualdad dim(W; n W,) = n se cumple, por ejemplo, cuando V = R", W; = R"y W, = {0y}
pues en este caso se cumple incluso que Wy n W, = W,.
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La igualdad dim(W; + W,) = m + n se cumple siempre que dim(W; n W,) = 0. Por ejemplo, si
V=R2 W, =L({(0,1)}) y W, = L({(1,0)}) entonces W; + W, = V y, en consecuencia,

dim(W; + W) = dim(V) =2 = 1 + 1 = dim(W,) + dim(W5).

13. Sea {x, y} una base de un espacio vectorial V. Mostrar que tanto {x+y, x—y} como {ax, by}

son bases para V, donde a y b son escalares arbitrarios no nulos.

Solucién.
Como {x,y} es un subconjunto linealmente independiente de V entonces, apelando al ejercicio
V.9(a), se obtiene que {x + y, x — y} también es un subconjunto linealmente independiente de V.
Puesto que dim(V) = 2, el Corolario 1 del Teorema 1.11 nos permite concluir que {x + y, x — y}
es una base para V.

Del Corolario 1 previamente invocado se sigue también que, para demostrar que {ax, by} es base
de V, lo tnico que hay que demostrar es que {ax, by} es un subconjunto linealmente independiente

de V: supongamos para tal fin que @ y 5 son escalares tales que

a(ax) + B(by) = 0.

Como {x, y} es un subconjunto linealmente independiente de V, de la igualdad anterior se desprende
que 0 = a-a = B -b. Al ser a'y b escalares no nulos, estas igualdades nos permiten concluir a su
vez que @ = 0 = B. Consecuentemente, {ax, by} si es un subconjunto linealmente independiente
de V.

14. Suponer que V es un espacio vectorial con base {xj, x,, x3}. Demostrar que {x; + x, +

X3, X3 + X3, X3} también es una base para V.

Solucién.
Al igual que en la primera parte del ejercicio anterior, todo se reduce a demostrar que {x; + x, +
X3, Xy + X3,x3} es un subconjunto linealmente independiente de V. Supongamos que a, 3y y son
escalares tales que
a(x; +x + x3) + B(xa + x3) + yx; = 0.

Claramente esa igualdad se puede reescribir de la siguiente forma

ax;+ (@ +B)x+ (@ +B+vy)x; =0.
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De la igualdad anterior y la independencia lineal del conjunto {x;, x,, x3} se sigue que @ = 8 =
v = 0: podemos concluir asi que {x; + x, + x3, X + Xx3,x3} si es un subconjunto linealmente

independiente de V' y la demostracién termina.

15. El conjunto de soluciones para el sistema

x; —2x, +x3 =0
2x1 —3.X2 +X3 =0

es un subespacio de R*. Encontrar una base para este subespacio.
Solucién.
No resulta dificil convencerse de que si W es el conjunto de soluciones del sistema dado, entonces
3
W = {(xl,xz,x3) eR | X1 = Xp = X3}
= {(X3,X3,X3) ‘ X3 € R}
= {x(1,1,1) ]| x; e R}.

Puesto que cualquier vector en W es un mdltiplo escalar del vector (1, 1, 1), concluimos que una

base para el subespacio en cuestion es

B={(1,1,1)}.

16. Encontrar bases para los siguientes subespacios de F°:

W, = {(a1,a2,a3,a4,a5) € F* | a; — a3 — as = 0}

W, = {(a1,az,a3,a4,as) € F* | ay = a3 = a, = 0,a; + as = 0}.

(Cudles son las dimensiones de Wy y W,?

Solucion.

Puesto que
Wl = {(al’a23a3aa4,a5) € F5 ‘ a; =as+ a4}
= {(a3 + aq, dy, ds, dyg, a5) | a,, as, dy, ds c F}

= {(a390’ a390’ O) + (a450’ Oa ayg, O) + (O, a, 07 0’ O) + (Oa 09 0’ Oa as) | ap,as,dy,ds € F}a
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entonces tenemos que una base para W, es
{(1,0,1,0,0),(1,0,0,1,0),(0,1,0,0,0),(0,0,0,0,1)}
y, en consecuencia, dim(W;) = 4.
Por otra parte, como
W, = {(a1,a2,a3,a4,a5) € F° | ay = a3 = as,as = —a,}

= {(a, a2, a2, a3, —a1) | a1, a; € F}

= {(a,0,0,0,—a;) + (0,as,a2,a3,0) | ay,a; € F}
se sigue que una base para W, esta dada por

{(1,0,0,0,—-1),(0,1,1,1,0)}.

Por consiguiente, dim(W,) = 2.

17. El conjunto de todas las matrices de n x n cuya traza es igual a cero es un subespacio W de

M, (F). Encontrar una base para W. ;Cudl es la dimensién de W?

Solucion.
Abordaremos el caso cuando n = 3. Entendiendo bien este caso, resultard claro como abordar y

responder el problema en forma general.
Si A € W entonces las entradas en la diagonal de A estdn sometidas a la restriccion
A11 +A22 +A33 =0.

De esto y del hecho que no hay restricciones esenciales sobre los elementos fuera de la diagonal de

A se sigue que un conjunto de matrices de W que es candidato a ser base de W es

10 O 00 O
B=5100 of |0 1 oM, M MMM M
0 0 —1 0 0 -1
donde con M" denotamos a la matriz cuya dnica entrada distinta de O es igual a 1 y se encuen-

tra en la i-ésima fila y j-ésima columna. No resulta dificil convencerse de que 8 es linealmente

independiente: ademads, puesto que para cada A € W se tiene que

10 0 00 O
A=A M 4+ A5 M + AL M2+ A LM P2+ A sMP+A,MP2 44,10 0 0 f+An |0 1 0,
00 —1 00 —1
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se sigue que B genera a W. De todo lo anterior se desprende que B es una base del subespacio W
y que dim(W) = 32 — 1.

18. El conjunto de todas las matrices triangulares superiores de n x n es un subespacio de W de
M (F). (Ver ejercicio 111.12.) Encontrar una base para W. ;Cudl es la dimension de W?

Solucioén.
La base maés sencilla que puede proponerse para el subespacio de las matrices triangulares superio-
resden x nes

B={M"|1<i<j<n}

donde M¥ € W es la matriz cuya tinica entrada distinta de 0 es igual a 1 y se encuentra en la i-ésima

filay j-€sima columna. De esto se sigue que

+1
dim(W)=|B|:|{(i,j)|1<i<j<n}|=n+(n—1)+~--+1=%.

19. El conjunto de todas las matrices antisimétricas de n x n es un subespacio W de M, (F).

(Ver ejercicio I11.25.) Encontrar una base para W. ;Cuadl es la dimensién de W?

Solucion.
Lo primero que se observa es que las entradas en la diagonal de cualquier matriz antisimétrica son
todas iguales a 0. Luego, paracadai€ {2,...,n}y je {l,...,i— 1} denotemos con M¢¥ a la matriz
de M, ,(F) cuyas entradas son todas cero con excepcion de la entrada en la i-ésima fila y j-ésima
columna, la cual es igual a 1, y la entrada en la j-ésima fila e i-ésima columna, la cual es igual a
—1. De la mera definicién de las matrices M” se sigue

B={M'|2<i<nl<j<i}

es una base del subespacio W. Consecuentemente,

(n— 1)n‘

dim(W) = B] = [{(i.)) [ 2<i<m1<j<ifl =142+ + (n=1) = ==

20.
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(a) Sean W,y W, subespacios de un espacio vectorial V talesque V. = W, @ W,. Si5; y 3, son
bases para W, y W,, respectivamente, demostrar que 81 N 5, = J 'y que 5; U 5, es una
base para V.

(b) Reciprocamente, sean 3, y 3, bases disjuntas para subespacios W; y W,, respectivamente,
de un espacio vectorial V. Demostrar que si 8; U 3, es una base para V, entonces V =
W, ® W,.

Solucion.

(a) Como B, es base de W, y 3, es base de W», entonces 8; N 8, < W, n W, = {0}. Luego, si
B1 NP2 # & entonces B N B, = {0}: esto dltimo implica que O € By, lo cual es un absurdo.
Probaremos a continuacion que 8 U 3, es basede V. Seav e V. Dadoque V = W, @ W,,
podemos garantizar la existencia de wy € Wy y w, € W, tales que v = wy + w,. Ahora bien,

como S, y B, son bases de Wy y W,, respectivamente, entonces

v=w +wy € L(B) + L(B2) = L(B1 U ),

donde la dltima igualdad en el renglon anterior esté justificada por el ejercicio IV.12. Se ha
establecido asi que 8 U B, genera a V. Resta mostrar que 8; U S, es un subconjunto de
V que es linealmente independiente: esto lo haremos mediante reductio. Si 8, v 3, fuera
linealmente dependiente entonces existirian xi, X, ..., X, € 81 UB, y escalares aj, ay, . . ., a,

no todos cero tales que
0=aix; +ayx,+ -+ a,x,.

Como hemos probado ya que 8 N3, = (J, se sigue que la suma que aparece a la derecha de

la igualdad previa puede reescribirse como ZXkeﬂl Xy + Zx[eﬁz aexe. De esto y la igualdad

2 agXy = — Z aeXe,

XkEP1 XeEP2

se desprende que

lo cual implica a su vez que Y s @iXk, 2,5, dcXe € Wi 0 Wy = {0}. Asi, de

Z agXy = O,

XKEPI

Z aeXe = 0

Xe€EP2
y el hecho de que B; es un subconjunto linealmente independiente de W;, se colige que
a, = ay = --- = a, = 0. Lo anterior en contradiccién con el supuesto inicial hecho sobre
los escalares a;, ay, . . ., a, y con ello concluimos nuestra demostracion de la independencia
lineal de B, U Bs.
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(b) De la hipétesis de que 81 U B, es base de V resulta facil deducir que V = W, + W,. Lo tnico
que habria que establecer cuidadosamente entonces es que W, n W, = {0}. Supongamos

que x € W; n W,. Existen entonces escalares ay, . .., a,, by, ...,b, y vectores xy, ..., x, € 5

Y Vi,--.,Ym € B2 tales que
X=a1x;+ -+ ax, =byy, + -+ byynm.
De lo anterior se desprende que
O0=ax;+ - +ax,+ (=b)y1 + -+ (=bw)Ym-

Luego, al tenerse que 5; N B, = J y que 81 U B, es una base de V, la igualdad de arriba

implicaque que a; = --- = a, = b; = --- b, = 0. De esto se sigue que
X=ax;+- - +ax,=0

y la demostracion termina.

21. Completar la demostracién del Teorema 1.9.

Solucién.
Sea B = {xi,...x,} < V y supongamos que cada y € V se puede expresar de manera tinica como
una combinacidn lineal de elementos de B. Se cumple entonces que B genera a V; ademds, si
ai,...,a, € F son tales que

Oy =aix; + -+ aux,

entonces se tiene necesariamente que a; = --- = a, = 0. Asi pues, 8 es también un subconjunto

de V que es linealmente independiente. Por lo tanto, B es una base para V.

22. Sea W un subespacio de un espacio vectorial dimensionalmente finito V. Determinar la
dimensién del espacio vectorial V /W, el espacio cociente de V médulo W. (Cf. ejercicio I11.29.)

Justifique su respuesta.

Solucion.
Supongamos que {wj,...,w;} es una base del subespacio W. El Corolario del Teorema 1.12 nos
permite garantizar la existencia de vectores Vi1, Viya, - -.,V, € V\W tales que

B = {Wl,...,Wk,Vk+1,...,Vn}
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es una base para V. Afirmamos que el conjunto
B={vp1 +W,...,v, + W}
es una base del espacio cociente V/W.
Que B genera a V//W es claro pues si v € V entonces existen escalares a1, . . ., @, tales que
V=aWw + -+ Wi + Qg1 Vi1 T @V,
y, €n consecuencia,
v+ W = (w4 +awe + Qi + 0 Fapv,) + W

= (@i + o auy,) £ W

= (p1vipr + W)+ A+ (@, + W)

= Q11 + W)+ -+ a, (v, + W).

Demostraremos a continuacién que B es un subconjunto de V/W que es linealmente independiente.

Supongamos para tal fin que a;.1,...,a, son escalares tales que
Oy +W = g1 + W)+ +a,(v, + W)
= (@s1vier + W)+ (aavn + W)
= (@rivis + - aw,) + Wi

de lo anterior y el ejercicio I11.29-(b) se desprende que ay; Vi1 + - - - +a,v, € W. Luego, al tenerse

que
{Wl, ey Wk}
es una base de W, podemos garantizar la existencia de escalares cy, ..., ¢, tales que
A+ 1Vi+1 + -+ a,v, =Cciwy + - -+ + CiWy.
Si al menos uno de los escalares ay.1,...,a, fuera distinto de 0, la igualdad anterior entraria en
contradiccion con el hecho de que B es base de V. En consecuencia, @y, = --- = a, = Oy la

independencia lineal de B se sigue.

De todo el andlisis previo se concluye que

dim(V/W) =n — k = dim(V) — dim(W).

23. Encontrar una base para el espacio vectorial de sucesiones no nulas en un campo F.
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Solucion.
Denotemos con Ay a la sucesion {a,},en € Fenlaque g, = 1ya, = 0paracadan # k. Afirmamos
que B = {A; | k € N} es una base para el espacio vectorial V de sucesiones finitas no nulas en F.
B genera a V: en efecto, pues si {a, },c €s una sucesion finita no nula en V entonces existe N € N

tal que
N = max{n e N | g, # 0}

y s€ cumple entonces que
{an}neN = CllAl + Clez + -+ CINAN.

Esto implica que L(8B) = V. Mostraremos a continuaciéon que B es un subconjunto de V que es
linealmente independiente. Esto lo podemos hacer mediante reduccion al absurdo. Supongamos

que existen A,,,A,,,...,A,, € By escalares a;, @y, ...,a, no todos cero tales que
OV = a’lAnl + CL’QAnZ + -+ CYkAnk.

De esta igualdad se desprende que si j es el menor nimero natural que «; # 0, entonces el término
J-ésimo de la sucesion @A, + @A, + -+ + @A, es precisamente «;, mientras que el término
en esa posicion en la sucesion Oy es 0. Esto indica que a; = 0, lo cual es absurdo en vista de la

manera en que j fue elegido. De todo el andlisis previo se concluye que 8 es una base para V.

24. Demostrar que si W, es un subespacio cualquiera de un espacio vectorial dimensionalmente
finito V, entonces existe un subespacio W, de V tal que V = W; @ W,.

Solucioén.
Sea B = {vy,v,,...,v,} una base para W,. Por el Corolario al Teorema 1.12 sabemos que existe
una base B’ de V tal que B < B'. Luego, si B\B = {uy,uy,...,u} y W, = L(B'\B), entonces
afirmamos que:

V=WaoWw,.
En primer lugar, se cumple que
V=L®#B) = L(BuU(B\B))
L(B) + L(8\8B)
- W] + Wz.
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Asi, para poder concluir que V = W; @ W, lo tinico que hace falta es verificar que W; n W, < {0}.

Sea x € W; n W,. Entonces existen escalares a1, a;, ..., @, tales que

(20) X=avi +ayvy + -+ a,v,.

Por otro lado, como x € W, entonces existen escalares yy, v, ..., v tales que
(21) X = Y1y + yally + -+ Vil

De (20) y (21) se sigue que

O=avi+ayva + -+ @V, — Y1y — Vally — - - - — Vilg.
Como {vi,Va,...,Vp, Ui,..., U} = B es una base para V entonces
O=a=mp=-=a,=y1=%=""=Y%
Por consiguiente
X = avit+tayvy+ -+ a,v,

= 0vi+0vy+---+0v,
= 0’

que es justamente lo que deseabamos obtener.

25. Demostrar que un espacio vectorial es dimensionalmente infinito si y solo si contiene un

subconjunto infinito linealmente independiente.

Solucion.

Si V es un espacio vectorial dimensionalmente infinito entonces V tiene una base 8 que no es

finita. En tal caso, 8 brinda, de acuerdo con la definicion de base, un ejemplo de un subconjunto

infinito de V que es linealmente independiente. Reciprocamente, si un espacio vectorial V posee un

subconjunto infinito B que es linealmente independiente entonces V no puede ser dimensionalmente

finito pues, en caso contrario, el Corolario 2 del Teorema 1.11 nos permitiria afirmar que

|B] < dim(V) < 0.

Lo anterior entra en contradiccion con la infinitud de By la validez del aserto en cuestion se sigue.




Apéndice

Teorema 1.1. (Ley de la cancelacion para la suma vectorial) Si x, y y z son elementos de un espacio

vectorial V tal que x + z = y + z, entonces x = y.
Corolario 1. El vector cero es anico.
Corolario 2. El inverso aditivo de un vector es Unico.

Teorema 1.2. En cualquier espacio vectorial V son verdaderos los siguientes enunciados:

(a) Ox = O paratodaxe V.
(b) (—a)x = —(ax) paratodaa e Fytodaxe V.
(¢) a0 = O paratodaa e F.

Teorema 1.3. Sean V un espacio vectorial y W un subconjunto de V. Entonces, W es un subespacio

de V siy solo si se satisfacen las tres condiciones siguientes:

(a) Oe W.
(b) x +ye Wsiempreque xe Wyye W.
(c) axe Wsiemprequeae Fyxe W.

Teorema 1.4. Cualquier interseccion de subespacios de un espacio vectorial V' es un subespacio.

Teorema 1.5. Si W; y W, son subespacios de un espacio vectorial V, entonces W; + W, es un
subespacio de V.

Corolario. La suma de cualquier nimero finito de subespacios de V es un subespacio de V.

Teorema 1.6. Sean W, y W, subespacios de un espacio vectorial V. Entonces, V es la suma directa
de W, y W, siy solo si cada elemento de V puede ser escrito de manera tnica como x; + x, donde
x1 € Wiyx, e W,

81
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Teorema 1.7. Si S es un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V, entonces el conjunto
W integrado por todas las combinaciones lineales de elementos de S es el subespacio de V mads

pequeiio que contiene a S'.

Teorema 1.8. Sea V un espacio vectorial y sean S| € S, € V. Si §; es linealmente dependiente

entonces S, también lo es.

Corolario. Sea V un espacio vectorial y sean S < S, < V. Si §, es linealmente independiente

entonces S ; también lo es.

Teorema 1.9. Sean V un espacio vectorial y 8 = {xi,..., x,} un subconjunto de V. Luego, 3 es
una base de V si y solo si cada vector y € V puede ser expresado de manera tnica como una

combinacion lineal de vectores de 3, es decir, puede ser expresado en la forma
y=a1x; + -+ ayx,

para escalares Unicos ay, ..., a,.

Lema. Sea S un subconjunto linealmente independiente de un espacio vectorial V' y sea x un ele-

mento que no estd en S. Luego, S U {x} es linealmente dependiente si y solo si x € L(S ).

Teorema 1.10. Si un espacio vectorial V es generado por un conjunto finito S, entonces un sub-

conjunto de S es una base para V. Por lo tanto, V tiene una base finita.

Teorema 1.11. Sea V un espacio vectorial que tiene una base 8 con exactamente n elementos.
Sea S = {yi,..., Y} un subconjunto linealmente independiente de V que contiene exactamente m
elementos, donde m < n. Entonces, existe un subconjunto S de S que contiene exactamente n — m

elementos tales que S U S| generaa V.

Corolario 1. Sea V un espacio vectorial que tiene una base 8 que contiene exactamente n elemen-
tos. Entonces, cualquier subconjunto linealmente independiente de V que contiene exactamente n

elementos es una base de V.

Corolario 2. Sea V un espacio vectorial que tiene una base 8 con exactamente n elementos. En-
tonces, cualquier subconjunto de V que contiene mds de n elementos es linealmente dependiente.
Consecuentemente, cualquier subconjunto de V linealmente independiente contiene como maximo

n elementos.

Corolario 3. Sea V un espacio vectorial que tiene una base S con exactamente n elementos. Enton-

ces, toda base para V contendrd exactamente n elementos.
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Corolario 4. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea S un subconjunto de V que generaa V
y que contiene como maximo n elementos. Entonces S es una base para V' y, por lo tanto, contiene

exactamente n elementos.

Corolario 5. Sea S una base de un espacio vectorial V de dimensién n y sea S un subconjunto
linealmente independiente de V que contiene m elementos. Entonces, existe un subconjunto S, de
Btalque S U S| esunabasede V.

Teorema 1.12. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V de dimension n. Entonces, W es
dimensionalmente finito y dim(W) < n. Ademas, si dim(W) = n, entonces W = V.

Corolario. Si W es un subespacio de un espacio vectorial V dimensionalmente finito, entonces W

tiene una base finita y cualquier base para W es un subconjunto de una base para V.
Teorema 1.13. Sean W; y W, subespacios dimensionalmente finitos de un espacio vectorial V.
Entonces, W; + W, es dimensionalmente finito y

dll’l’l(Wl + Wz) = dlm(Wl + dlm(Wz) — lel(Wl N Wz)
Corolario. Sean W, y W, subespacios dimensionalmente finitos de un espacio vectorial V tales que
V = W; + W,. Luego, V es la suma directa de W; y W, si y solo si
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