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Una curva algebraica C es una variedad algebraica de dimensién 1;
la cual en nuestro caso la consideraremos definida sobre €, irreducible,
proyectiva y no singular.

Una superficie de Riemann S es una vanedad compleja de dimensién
1; la cual en nuestro caso la consideraremos compacta y conexa.

El estudio de variedades es el estudio de funciones-globales de las

cuales conocemos su comportamiento local, que en nuestro caso son: las -

funciones f : C — C racionales y las funciones f: S — € meromorfas.
En ambos casos el conjunto de tales funciones forma un campo, el cual
es una extensién algebraica finita del campo de funciones racionales en

. una variable C(X).

Las dos categorias son equivalentes, es decir, toda superficie de Rie-
mann compacta y conexa es una curva proyectiva, lisa e irreducible y
toda funcién meromorfa f : S — C es una funcién racional.

Un ejemplo.

A una curva plana le hacemos corresponder una superficie de Riemanh
S. Consideremos el polinomio irreducible F(z,y) € C[z,y] de grado n,
esto es, la curva plana {F(z,y) = 0} C A%

Escribimos nuestro polinomio como

*Este articulo est4 en su versién final y no serd publicado en ninguna otra parte.
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F(z,y) = Zaz(m

=0

con g;(z) € Clz].

Para cada z € CU {oo} = IP*, consideremos el polinomio en una
variable Y o ; a;(2)y* € Cly] (con las modificaciones usuales si z = o),
que en general tiene n raices distintas. Tenemos que excluir los valores

de z tales-que a,(z) = 0y los que hagan que F(z,y) = 0 tenga raices

miltiples; pero en ambos casos se excluye a un nimero finito de ellos.

Si denotamos por y1(2), . . ., yn(2) las raices de F'(z,y) = 0, entonces
si consideramos A un pequeiio disco alrededor de z, tenemos que {y;(¢)
t € A} = A U.L..UA,, donde los A; son n discos alrededor de
yi(2), con i = 1,...,n, respectivamente. Asi construimos un espacio
cubriente 7 : Sp — ]P%D - {un ndmero finito de puntos}, el cual tiene una
estructura Unica de 1-variedad compleja que hace que 7 sea.un morfismo
holomorfo. Si A" es un disco agujerado alrededor de uno de los puntos
excluidos y si A;, C 7 LA’ es una componente conexa, entonces el
grupo fundamental de A, es un subgrupo del grupo fundamental de
A '

Tfl(Alo, Zo) <> 7T1(Al, ’H‘(ZEO)) > 7.

Luego m (g, o) = rZ para alglin 7 > 1, esto es, podemos completar
AB a un disco Ay, de tal manera que la aplicacién 7|a, : Do = A sea
z — 2" y coincida con 7 en A, (este resultado se llama el teorema de
extensiéon de Riemann). Asi se construye una superficie de Riemann
compacta S y una funcién meromorfa 7 : S — ]P%E de grado n ([G-M]).
A los puntos z € S tales que 7 localmente es de la forma z + 27, con
r > 1, se les llama puntos de ramificaciéon de 7 de orden 7.

;Quién es S topolégicamente? Una superficie de Riemann compac-
ta es una superficie topoldgica compacta. Como. el determinante del
Jacobiano (visto como funcién R* — R?) de una funcién holomorfa f
es |f (2)|%, se sigue que la superficie topolégica es orientable y el teore-
ma de clasificacién para superficies topoldgicas compactas [S], nos dice
que una superficie de éstas es homeomorfa a una esfera con asas; siendo
el nimero de asas el invariante topolégico g, que se llama el género.
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Férmula de Riemann-Hurwitz

Si f: C — C es un morfismo entre superficies de Riemann compac-
tas de grado n, que se ramifica en py, ..., p,; con indice de ramificacién
e1,...,€s, respectivamente. (En coordenadas locales para p y f(p), f
se expresa como z — w = 2°g(z), con g(0) # 0y e > 1; el nimero e
no depende de las coordenadas y se llama el indice de ramificacién. Si
e > 1 se dice que f ramifica en p; claramente el conjunto de puntos de
ramificacién es discreto.) Entonces se tiene que

ﬁzn(g—l)-i—ll-i-— (e;—1).

Esto se demuestra triangulando C de tal manera que entre los vértices
de la triangulacién estén los puntos f(p1),..., f(ps). Podemos levantar
la triangulacién a 5; observamos que por cada 2-simplejo hay arriba
n 2-simplejos y lo mismo vale para las aristas. El nimero de vértices
disminuye en Y., (e; — 1). Entonces se tiene: '

S

X(C) =nx(C) = (e — 1),

=1

esto es,

2—2§=n(2—2g)—2(6i—'1) ‘

Veamos ahora qué estructura adicional tiene una superficie de Rie-
mann compacta S.

Las diferenciales holomorfas. Esta es la gavilla wg de secciones
del fibrado cotangente % de S. Localmente son los objetos de la forma
f(2)dz, con f(z) holomorfa y que se modifican al cambiar coordenadas
de acuerdo a la siguiente regla:

Si o : Uy = €y g : Usg — C son cartas coordenadas de S y gap :
0a(Ua NUs) — (U, NUp) es el cambio de coordenadas, entonces
ho(20)dza; hp(25)dzs definen una diferencial holomorfa en U,NUs C Z
si siempre que
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ha(2a) = hg(gas (za))glaﬁ (2a)

6 bien 1
hs(zs) = 7———ha(2a)-

gaﬂ('z&) e

Es decir, son secciones del fibrado en rectas con funciones de tran-

- .y 1

sicién {9;3 (Za)}.
wg es una gavilla de Og-mddulos localmente libre de rango 1, esto es,
una gavilla invertible. Esta gavilla es un objeto que depende de la
estructura analitica de S.

A continuacién mencionaremos dos de los teoremas més importantes
de la teoria de las superficies de Riemann compactas.

Sea £ una gavilla invertible en S, esto es, £ es un Og-mébdulo lo-
calmente libre de rango 1. Definimos el grado de £ como el grado
del divisor D = (s) donde s es una seccién meromorfa de L; esto es,
d=grL =grD = gr(s)o — 97(s)e. Observemos que £ = Og(D).

Un resultado general [H] es que la cohomologia de una gavilla in-
vertible £ sobre una variedad proyectiva es de dimensién finita, esto
es h*(L)= dimgH'(S, L) son finitos, i = 0,1. M3s aiin, satisface la
siguiente relacién:

Teorema de Riemann-Roch:

RU(L) =d — g+ 1+ RYHL).

Un resultado adicional qué mencionaremos es:

Teorema de dualidad de Serre [GZ]. Eriste un isomorfismo
canénico

HO(S,ws ® L7Y) =2 HY(S, L)*.
El punto de vista clésico es: si £ = Og(D); entonces se identifica

HY(S, L) ={f:S — CU {co} meromorfa, tal que (f)+D >0}
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HY(S, L) = H(S,ws(—D)) = {w € H(S,wg), tal que (w) > D}.

Apliquemos ahora los dos resultados anteriores. Como S es com-
pacta, si f es una funcién meromorfa de S, entonces gr(f) = 0, esto
es, grOg = 0. También de la compacidad se sigue que h°(Og) = 1.
Entonces tenemos:

hO(OS) =grO0s—g+1+ hl(OS)

estoes o -

1=0—g+1+h%ws)
luego se tiene que
' h¥(ws) =g

Aplicando de nuevo la férmula se tiene:

ho(wg) = grwg — g+ 1+ h*(ws)

esto es
g = grws—g-+1+h%05)

entonces

gr(ws) =29 —2.

- Esto es, una diferencial holomorfa en S tiene 2g — 2 ceros si g > 1
(contados propiamente) y existen g diferenciales abelianas linealmente
independientes. Esto nos da una relacién sorprendente entre la estruc-
tura topoldgica y la estructura holomorfa de S.

Unas observaciones que necesitamos son las siguientes:

1. Si s1 y 55 son dos secciones holomorfas de la gavilla invertible L,
entonces f = s1/s; es una funcién meromorfa. Si Dy = (s1) y
Dy = (s2); entonces se dice que D; y D, son linealmente equi-
valentes, ya que D; — Dy = (f). Se dice linealmente por que
podemos pasar de D; a D, por medio de un pardmetro lineal
(A, p) € ]P%D, ver [DA].
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2. Sien S existe una gavilla invertible £ tal que grL= 1y h°(L) = 2;
entonces S es isomorfa a la esfera de Riemann ]P(D'

Demostracién: Sean si,s; € H°(S, L) dos secciones linealmente
independientes; entonces consideramos la funcién meromorfa p
51(p)/s2(p), la cual es de grado 1 y no constante, luego induce un
isomorfismo N

S = CU{c0}.

Consideramos la funcién meromorfa f : S — ]P%D definida co-.
mo p > (s1(p); s2(p)); entonces D1 = f71(0) = f~1(0;1), Dy =
f7Ho0) = f71(1;0) y pasamos de Dy a D, moviéndonos en la fa-
milia D,y = f71(A, ) parametrizada por (\;p) € P Al conjunto
{Dowy, (A, ) € F7H(A, 1)} le llamamos el sistema lineal de divisores
definido por (s, s2) C H°(S, L) y le llamamos un g (donde r = grL).

Estamos ya en.condiciones de definir la aplicacién canénica de S.
Elegimos una base wy, ..., w, de H(S,ws) y definimos la aplicacién
canénica como

p: S =Pt
p = (wi(p); . . ;wy(p))

esto es, p(p) = (f1(¢a(p)); - -+, folpa(p))) donde @q : Uy — € es una
coordenada local en p y w; = fi(24)dzs, i = 1,..., g; en esta coordena-
da. Si cambiamos de coordenada, entonces tenemos que

(D) = (P1(05(0)) 9 (©5(D)), - - - o (128(0))91s (25()))

donde w; = h;(z3)dzs en las nuevas coordenadas. Como g;ﬁ nunca
toma el valor cero, se sigue que ¢ ests bien definida en coordenadas
proyectivas.

Esta funcién ¢ no estd bien definida en los puntos p € S tales que
wi(p) = ... = wy(p) = 0. Veamos que por Riemann-Roch esto no
puede pasar si g > 1

Si existe p € S tal que es un cero comun de los elementos de una
base de las diferenciales abelianas, entonces es un cero de cualquier
diferencial abeliana, esto es:
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hY(S, ws) = dim@H(S,ws)

: = dimq{w € H°(S,w;) : w(p) = 0} = h°(S, ws(—p))-
Esto es, g = 29 — 3 — g + 1 + h°(Os(p)), de donde A%(Os(p)) = 2,
entonces ¢ = 0 (observacién 1).

De lo anterior se sigue que paratodop € S, h®(ws(—p)) < g—1si
g > 1. Riemann-Roch nos dice que

h(ws(—p)) = g — 2+ h(ws(—p))
y pof dualidad de Serre sabemos qﬁe
hH(ws(-p)) = h*(O(p))
y de nuevo, observando que h°(O(p)) = 1 si g > 1, tenemos que:
R (ws(—p)) =g—1 : si g>1.
Una vez definido el morfismo canénico
p:S =Pt

nos preguntamos si es inyectivo y si su imagen es lisa.

Antes de esto, observemos que nuestro morfismo puede ser definido
de manera intrinseca (esto es sin recurrir a una base):

¢: S — P(HYS,w,)")
p+— {we H(S,w,) : w(p) =0} .

Usaremos esta definicién para estudiar la inyectividad de nuestro mor-
fismo: )

e(p) = p(q) &
{w € H%(S,w,) : w(p) = 0} = {w € H*(S,w;) : w(g) = 0}
= {w e HY(S,ws) : wip) =0}
= {w € H*(S,w,) : w(p) = w(g) = 0}
& hw(-p—q)=g-1
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< h(O(p+q)) =2.

Esto es, si y sélo si existe una funcién meromorfa S — ]P%D de grado 2.

Esta condicién hace a nuestra curva “especial”si g > 3.

Si en la construccién de las primeras paginas consideramos nuestra
curva plana como

29+2

F(z,y) =y - H(és—/\i)=0

entonces la superficie de Riemann asociada S tiene una funcién mero-
morfa f : S — P} ramificada en 2g+ 2 puntos y se sigue de la férmula
de Riemann-Hurwitz que el género de S es g.

Esta construccién depende de 2g — 1 pardametros, pues cada colec-
cién A1, ..., Aggto nos define una, pero si movemos toda la esfera de
Riemann, obtenemos esencialmente la misma curva y como PGL(1,C)
depende de 3 pardmetros, se obtiene 2g — 1. Estas curvas se llaman
hiperelipticas y como las curvas dependen de 3g—3 pardmetros (cuando
g > 1) ([C] pg. 145), se sigue que para g > 3 las curvas hiperelipticas
son especiales.

Volviendo a la aplicacién canénica, supondremos que nuestra curva
C' es de género g > 3 y que no es hipereliptica. Entonces tenemos un
morfismo inyectivo:
0:C — P9t

para demostrar que es un encaje basta demostrar que es inyectivo in-
finitesimalmente, esto es, que a nivel de espacios tangentes es inyec-
tivo. Esto equivale a decir que no “colapsa vectores tangentes”, esto
es, no puede pasar que h®(C,we(—p)) = h%(C,we(—2p)). Esto se pue-
de ver identificando como antes H%(C,we(-p)) = {w € H°(C, we)

w(p) = 0} y tomando la base wy, ...,w, de H°(C, w¢) de tal manera que
Wy, .., w1 € H(C,we(—p)); entonces ¢ en esta base, en el abierto
afin z, # 0 de P9~ y en la coordenada local z en p se escribe como:

()Z+a(1) 2_}_"'7"' (!] 1)Z+a(g 1) 2+ )

(1) 2

z (a3

donde wz/wg = a2 +al

(0, ..., a ™) = (dg), # 0

2? + ... De aqui se sigue que:
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& agi) # 0 para alguna i € {1,...,g — 1}
& p; ¢ H(C,wc(—2p)) para alguna i € {1,...,g — 1}
A HO(O> wC(_zp)) g HO(C: MC(_p)) -

Y de nuevo ésto no pasa porque estamos suponiendo que C no es hipe-
reliptica. Esto es, hemos visto que

w:8 — Pyt
identifica a S con una curva proyectiva lisa. Esto demuestra que toda
superficie de Riemann es una curva algebraica..

~ (Cudl es el grado de nuestra curva? Tenemos que calcular el grado
del divisor H.S donde H es un hiperplano. Observemos que H =
{3°9 , Aiz; = 0} donde (z1;...;x,) son las coordenadas de IPY™!; en-
tonces

HﬁS:{peS:zg:/\iwi(P)ZO}’

=1

esto es,

i=1
y el divisor de toda diferencial abeliana es de grado 2g — 2. Esto de-
muestra dos cosas: '

1. S no estd contenida en ningdn hiperplano.

2. El grado de S como curva proyectiva es 2g — 2.

Ejemplos:

g=3: C < P? es una curva plana lisa de grado 4,

{ Y apa'y? =0}

i+j+k=4 v

Habiamos dicho que una curva general de género g depende de 3g — 3
pardmetros, que en nuestro caso es 6. Esto de alguna manera debe de
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reflejarse en las curvas planas de grado 4 ya que nuestra construccién
es candnica. Veamos que es asi:

Usando una formula clésica ([H]), se sabe que el género de una
cuértica plana lisa C es igual a 3. Del teorema de Bezout se sigue
que las formas lineales {3 o_, A\iz;} cortan a C en divisores de grado
4, esto es, estas formas lineales son secciones de un gavilla £ en C tal
que grL = 4y h%(C, L) > 3. Del teorema de Riemann-Roch se sigue
que la dnica posibilidad es £ = we y C no hipereliptica, esto es, toda
cuértica. plana no singular es una curva canénica de género 3. De lo
anterior se sigue que las clases de isomorfismo de curvas de género 3
no hiperelipticas, estdn en correspondencia biunivoca con las clases de
cudrticas planas no singulares médulo equivalencia proyectiva.

Como el espacio vectorial C[z1, z2, z3)s de polinomios homogéneos
de grado 4 en tres variables es de dimensién 15 (dimgClzy, ..., Tn], =
(")) se tiene que las cuarticas planas dependen de 14 pardmetros y
como dimqpPGL(3,C) = 8, obtenemos que las clases de cuérticas pla-
nas médulo equivalencia proyectiva dependen de 14—8 = 6 parametros.

g =4: C — IP? es una curva de grado 6.

Como 6 = 2.3 nos preguntamos si C = Q.C, donde @ es una superficie
de grado 2 y C una superficie de grado 3.

Para estudiar si existen hipersuperficies V C P97 de grado n que

contienen a la curva canénica C C P97}, se tiene la aplicacién C-lineal:
Y : Sym"H°(C,we) — HY(C,w&"

inducida por
Wi @ Q Wi, Wi Wy

la cual es suprayectiva (este resultado se llama el teorema de M. Noet-
her, ver [ACGH]). Si denotamos por I, = kervy,, se tiene la sucesién
exacta de C-espacios vectoriales:

0 — I,(C) = Sym™H°(C,w¢) — H°(C,wg") — 0

Un elemento F' € Sym™H°(C,w¢) es una forma homogénea de grado n
en las coordenadas de PY™! = P(H°(C,we)V), esto es, {F = 0} C P9
es una hipersuperficie de grado n. y(F') es una diferencial de orden n
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(es decir, una seccién global de la gavilla wgn) en C'y su divisor de ceros
es el divisor de interseccién {F = 0}.C, entonces si v(F) = 0 quiere
decir que {F = 0} no corta ningtn divisor en C, esto es, C C {F = 0}.
Entonces, calculando dimpl, sabremos cudntas hipersuperficies en
P?~! de grado n linealmente independientes contienen a la curva C,
y esto lo podemos hacer ya que si W es un C-espacio vectorial de
dimensién finita g, entonces:
dimgSym*(W) = (g;ﬁd
dimpH®(C,wg") = (n—1)(29 — 2).
Volviendo al caso g = 4, se tiene que dimgqpls = 1, esto es, Ir =
(D i<; 4:iTi%5), lo que dice que existe una tnica superficie cuddrica Q =
{2icj @ijzizy = 0} C IP® que contiéne a la curva canénica. Para ver
que existe alguna superficie ciibica CC P® tal que C = Q.C, calculamos
dimqpls =5y como {Q - (325, Xixi)}C I, tiene dimqp{} = 4, sabemos
que existe C#£ Q.H (H es un plano) tal que CO C, esto es, C = @Q.C.
Obsérvese que C no es unica.

g =5: Nuestra curva canénica C C P* es de grado 8, entonces nos
preguntamos si existen @1, @2 y (s hipersuperficies cuadraticas tales
que C = Q1.QQ5.Q3. Esto es inmediato de nuestras cuentas ya que
dimqly = 3 y de que la curva general C de grado 5 no es trigonal, i.e.
no tiene un morfismo C — IP* de grado 3 (ver [ACGH]).

g = 6: Ahora se tiene C C IP° de grado 10=2.5, asf que ya no podemos
esperar que sea de interseccién completa, recordando que una variedad
V C IP™ de codimensién r se llama de interseccién completa si su ideal
homogéneo I(V) C Clxo, ..., zx] estd generado por r pohnomlos ie.

I(V) = (f1, .., fr), en este caso se tiene que grado(V H gr(fi)-

En general, dada una variedad proyectiva X C PV, ésta estd de-
finida por un ideal homogéneo I(X) C Clxy,...,zn], esto es, [(X) =
{f € Clzo, - .., zn] homogéneos tales que f(z) = 0 para toda z € X }.

Volviendo a nuestra curva canénica C C P97, g > 4, nos interesa
saber quién es el ideal I(C) que la define. Como el anillo de poli-
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nomios es Noetheriano, es claro que I(C) = (Io(C), I3(C),. .., I,(C))

para algin n, lo sorprendente de esto es el siguiente resultado:

Teorema (Petri): I = (I5(C)) excepto cuando C' es una curva trigonal
o cuando C es una quintica plana, en estos casos I = (I5(C), I3(C)).

Nota: Trigonal quiere decir que la curva C tiene una funcién mero-
morfa C — P! de grado 3 y al igual que las curvas hiperelipticas, si
g > 5 son curvas especiales.

Quintica plana es cuando_existe una funcién C.— IP? cuya imagen es
una curva plana de grado 5, y estas curvas son especiales para g > 7.

Pero I,(C) tiene una interpretacién mas profunda. El toro comple-
jo JC = H°(C,wc)V/H.(C,Z) (donde Hy(C,Z) — H®(C,wc)Y via
o fa) tiene una polarizacién principal natural dada por el producto
de interseccién en Hy(C,Z). A esta variedad abeliana principalmente
polarizada se le llama la Jacobiana de C, ver [Hi).

Teorema (Torelli): Si JC & JC" como variedad abeliana principal-
mente polarizada; entonces C = C'.
Este teorema nos da una funcién inyectiva

Aj:Mg—hAg

donde M, = méduli de curvas de género g y A,= méduli de variedades
abelianas principalmente pilarizadas de dimensién g.

Se sabe que dimM, = 3g — 3 y que dimA, = %g(g + 1), més atn,
si [C] €M, es un punto liso, TieM, = HO(C, w) v si [A] €A, es un
punto liso; entonces Ti4A, = Sym?H®(A, Q4). Se tiene la siguiente
proposicién para curvas C no trigonales o quinticas planas: ‘
Proposicién: La aplicacién v, : Sym?*H(C,we) — HY(C,wE’) es la
codiferencial de la aplicacién j :M, —.A4, en el punto [C] e M,.

Esto es: '

Corolario: I;(C) — Sym?H°(C,wc) son las ecuaciones infinitesimales
de j(M,) en A, en el punto [JC].
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