L.a obra matematica de Sevin
Recillas Pishmish (1943-2005)

los que conociamos la vitalidad y energia de Sevin Reci-

1las, su muerte, el pasado 20 de junio, a sus casi 62 afios

nos parece un acontecimiento no sélo lamentable, sino
también prematuro. )

Su pérdida es motivo de duelo especial para todos los que alguna
vez fuimos sus alumnos 6 nos consideramos sus allegados académi-
cos. La influencia del legado que Sevin nos dejé, es en la actualidad
incalculable. Su partida estd tan cerca en el tiempo que no podria-
mos juzgar ahora con objetividad su verdadero significado para las
matemdticas en México.

Estas p4ginas son un intento por sintetizar la obra matematica pu-
blicada de Sevin Recillas. Otra parte importantisima de su creacion
cientifica qued6 dispersa en cartas, en conversaciones, en interven-
ciones en seminarios. Este es también mi sincero y sencillo homena-
je ala persona que influy6 decisivamente en mi formacién académica
y humana.

0. Introduccién: superficies de Riemann
compactas y variedades Jacobianas

~

En'esta seccién establecemos brevemente los conceptos funda-
mentales en que estd basada toda la obra de Sevin Recillas.

El término superficie de Riemann compacta, serd libremente in-
tercambiado por el de curva algebraica no singular, irreducible y pro-
yectiva definida sobre C, o simplemente una curva. Dada una apli-
cacién holomorfa entre curvas

X =Y,

el grado m de f se define como el ndmero de puntos en la preimagen
de un punto general y € Y. Este niimero esté bien definido, los pun-
tos y tal que su preimagen consta de menos puntos se llaman valores
de ramificacién. Existe una manera de contar “multiplicidades” en
las preimagenes y de este modo 7 iguala a la cardinalidad de la prei-
magen de cualquier punto. f se llama usualmente cubriente de grado
nde?Y. :

Fijemos Y = P*, esto es, Y es la esfera de Riemann C U {0},
entonces:

1) si X admite una aplicacién holomorfa X — P* de grado 1,
entonces X es isomorfa a P* y se llama racional,

2)si X admite f : X — P! de grado 2, entonces X se llama
hipereliptica,
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3) st X admite f : X — P! de grado 3, entonces X se llama
trigonal,

4) si X admite f : X — P* de grado 4, entonces X se llama

tetragonal.

Una notacién cldsica para los casos 2)- 4) es decir que X tiene,
respectivamente, un g3, g3 6 gi. Estas propiedades son especiales
si consideramos curvas de género alto. Por ejemplo, si gx = 1,2,
entonces X es siempre hipereliptica. Si gx = 3, entonces X es tri-
gonal pero en general no es hipereliptica. La curva general de género
7 no es hipereliptica, trigonal, ni tetragonal.

Asociada a toda superficie de Riemann X, de género al me-
nos 1, existe su variedad Jacobiana JX, un toro complejo que se
define como H°(X,0%)*/H:(X,Z), la inclusién H1(X,Z) C
HO(X,0%)* es lainducida por la sucesién exacta ([31]):

0—>Z—>O—+O*—>O, 0,1

"y la dualidad: H°(X, Q%)* =~ H*(X,Ox). La integracién sobre

una base de H%(X, Q%) ~ C? define una inmersién holomorfa:

a: X —=JX,

conocida como la aplicacién de Abel.

JX no es s6lo un toro complejo. Usando un argumento cldsico

2,

sobre “factores de automorffa” es posible construir la llamada fun-

cién theta de Riemann. En términos mds modernos, esto significa

que existe un fibrado en rectas holomorfo sobre JX que tiene exac-
tamente una seccién holomorfa no cero, salvo multiplicacién por
constantes. Es decir, JX es una variedad abeliana principalmente
polarizada, de acuerdo a la siguiente:

Definicién 0.1: A una pareja (A, L), con A un toro complejo
proyectivo y L un fibrado en rectas holomorfo amplio sobre A,
con h°(A,L) # 0O se le llama una variedad abeliana. Si ademés
R°(A, L) = 1 se llama variedad abeliana principalmente polariza-
da, y L se llama polarizacién principal.

La variedad Jacobiana JX tiene la propiedad de parametrizar ha-
ces lineales holomorfos de grado cero, médulo isomorfismos. Esta
interpretacién se deriva una vez mds de la sucesién exacta 0.1, to-
da vez que H' (X, Q%) parametriza a las clases de haces lineales
holomorfos y la aplicacién:

a:HY(X,0%) — H(X,Z) ~ Z,

envia un haz lineal en su grado, es decir, en el nimero de ceros de
una seccién holomorfa general.




Finalmente, serd esencial considerar los espacios de moduli M, y
Ay. Estas variedades algebraicas parametrizan clases de equivalen-
cia de superficies de Riemann compactas de género g y variedades
abelianas principalmente polarizadas de dimensién g ([33]). Sus di-
mensiones son, respectivamente, 3g — 3y %. La asignacién:

X —=JX,

define un morfismo algebraico:

t: My — A,

Tenemos el célebre ([31]):
Teorema de Torelli. La aplicacion t es inyectiva.

Con estos antecedentes podemos adentrarnos en las contribucio-
nes fundamentales de Sevin Recillas a la teorfa de curvas y sus jaco-

bianas.

1. La construccién de Recillas y la fibra
de la aplicacion de Prym

Dada una aplicacién holomorfa f : X — Y entre dos super-
ficies de Riemann compactas el levantado de haces lineales define
una aplicacién:

FJY = JX.

La imagen f*JY C JX, define-un subtoro complejo de JX.
Se sigue de un teorema clésico de Poincaré que existe un “comple-
mento” para f*JY". Esto es, existe P C J.X, variedad abeliana, tal
que: ‘

+:Px ff IV —-JX

es sobre y PN f*JY es finito. Esta P serfa la definicién més general
posible de variedad de Prym asociada a una aplicacién f.

Sin embargo, los casos realmente importantes ocurren cuando P
resulta ser principalmente polarizada (ver definicién 0.1).

Entre estos casos se encuentra la situacién en que f es de grado
2y no ramificada. Un resultado elemental de la teorfa de superficies
de Riemann, el teorema de Riemann-Hurwitz, nos indica que en tal
caso gx = 29y — 1. En este caso, si denotamos por Lg la polari-
zacién principal de JX, entonces Lg|p = M®?, donde M es una
polarizacién principal para P ([29], [34]).

Un problema esencial aqui es determinar cudndo (P, M) es iso-
morfa a la variedad jacobiana de alguna superficie de Riemann. Es
con este problema con que esté relacionada la célebre construccién
de Recillas. En 1974 ([3]), Sevin Recillas, que llevaba apenas un afio
de doctorado, demostré el siguiente teorema:

Teorema de Recillas. Sea C una curva trigonal de género gy C —
C un cubriente 2 : 1 no ramificado. Existe una curva X tetragonal
de género gc—1tal que JX ~ P(C/C). Inversamente, la variedad
Jacobiana de cualquier curva tetragonal es isomorfa a la variedad
de Prym de un cubriente doble no ramificado de una curva trigonal.

En este enunciado, P (é’ /C) denota la variedad de Prym (princi-
palmente polarizada) asociada al cubriente ¢ — C. Tan importante
como el teorema es la demostracién del mismo, conocida como la
construccién de Recillas. '

La demostracién hace uso, fundamentalmente, de dos hechos: el
criterio de Masiewicki, que permite identificar cudndo una curva
(C, %), con * una involucién holomorfa, y un morfismo ¢ : C — A,
A una variedad abeliana principalmente polarizada, determinan un
isomorfismo P(C’ /%) =~ A;y la existencia de ciertas aplicaciones
definidas entre espacios de Hurwitz ([2]).

Los espacios de Hurwitz parametrizan clases de isomorfismos de
cubrientes o : C' — P?, con el género de C, el nimero de valores
de ramificacion, y el grado de « fijos.

Una aplicacién « de este tipo estd determinada por un homomor-
fismo de grupos w1 (P! — B) — Sy, con B el conjunto de valores
de ramificacién de o y Sy, el grupo de permutaciones de n letras.

Recillas combiné este modo de construir cubrientes de P* con
ciertos homomorfismos naturales de S, — S, para algunos m que
dependen de n, y de este modo dedujo la existencia de morfismos
dominantes (esto es, de imagen densa) entre diferentes espacios de
Hurwitz.

Concretamente, en la demostracién del teorema, utilizé la exis-

tencia de un morfismo dominante

K :H(4,s) — H(3,s),

donde H (n, ) denota el espacio de cubrientes de P* de grado n con
s valores de ramificacién. Este morfismo K estd determinado por el
cociente S4 — S3 con nicleo el grupo de Klein. )

Debemos resaltar que la teorfa de los espacios de Hurwitz era to-
talmente novedosa al principio de la década de los 70. Su utilizacién
por parte de Sevin es una prueba més de la gran actualidad y origi-
nalidad de sus trabajos.

Un caso de la construccién de Recillas es particularmente impor-
tante: el caso gc = 4, y consecuentemente gx . = 3. Sea Ry el
espacio parametrizando parejas (C, 7), con C una curva de género 4
e ¢ un cubriente doble de C. La variedad de Prym es entonces una
variedad abeliana principalmente polarizada de dimensién 3 y obte-
nemos una aplicacion: : '

P:R4—>A3.

Una consecuencia del Teorema de Torelli es que el elemento ge-
neral de A3 es una variedad jacobiana de una curva de género 3. Esta
aplicacién P, conocida como la aplicacién de Prym, es dominante,
precisamente por la construccién de Recillas, ya que toda curva de

"género 4 es trigonal, y toda curva de genéro 3 es tetragonal. Como

dimR4 = dimM4 =9

dim Az = % =6,

la fibra general de P serd de dimensién 3. Tiene sentido entonces
preguntarse por una descripcién de esta fibra. .

En uno de sus trabajos més hermosos ([13]), mezcla de resultados
cldsicos, técnicas novedosas y cuidadosos célculos, Sevin demostré
que para A € A3z genérica, A = JX, la fibra de la aplicacién de
Prym es biracionalmente equivalente a K (X)), la variedad de Kum-
mer de JX, que se define como K(X) := JX/{%1}.

Estudiar con detalle la fibra de esta aplicacién, para toda A €
Aj y obtener una descripcién biregular de P~ (A) fue una de las
obsesiones matematicas de Sevin. La tesis doctoral dé Laura Hidalgo
Solfs estuvo dedicada a este tema.

2. Resultados varios sobre curvas espe-
ciales

Entre la segunda mitad de la década de los 70 y finales de los
80, Sevin Recillas publicé varios trabajos sobre propiedades de cur-

vas especiales, es decir, familias de curvas caracterizadas por ciertas .

propiedades que definen cerrados en M.
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Para Sevin las mateméticas estuvieron siempre estrechamente
unidas a la amistad. Sus colaboradores y personas afines académi-
camente eran casi siempre sus amigos. Entre los nombres de sus
amigos, cercanos también desde el punto de vista profesional, ha-
bria que mencionar en primer lugar a G. R. Kempf(una sugerencia
de Kempf permitié a Sevin completar la demostracién del teorema
explicado en la seccién anterior).

Varios de los trabajos de la época que ahora resefiamos fueron
en coatuoria con su amigo el geometra italiano Andrea del Centina.
Sélo como una muestra del trabajo de Sevin en esta época sefiale-
mos el trabajo ([9]), donde Recillas y del Centina caracterizan a las
curvas elipticas-hiperelipticas- Estas son curvas Y que admiten una
aplicacién 2 : 1:

) Y —E,

con gg = 1. Una curva de género 1 se llama eliptica.

La caracterizacién en cuestién es dificil de explicar en este bre-
ve espacio, pues implica introducir varios conceptos de la teoria de
curvas algebraicas. Basta decir-que esta formulada en términos de la
existencia de ciertas curvas en JY contenidas en subvariedades con
propiedades especiales de tangencias.

Una vez mds, este resultado estd relacionado con una novedosa
teorfa de aquellos afios: la teorfa de Brill-Noether.

3. Jacobianas con acciones de grupo y
descomposiones asociadas

Este tema fue el tltimo al que se dedic6 Sevin, y sin duda uno de
los més fructiferos de su carrera. Tiene, ademds, una dimensién hu-
mana particular, pues esté vinculado a la amistad que lo unié a los in-
tegrantes del grupo de geometria compleja chileno y a los geometras
del departamento de Matematicas de la Universidad de Salamanca,
por un lado, y al Prof. Herbert Lange, por otro.

La idea de este programa de investigacién surgié de conversacio-
nes de Sevin con J. L. Verdier. Recuerdo que cuando llegué a Méxi-
co, en 1991, habia dos documentos que Sevin repetidamente me
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hacfa notar, Uno era un articulo de Narashiman y Seshadri sobre el
divisor Theta generalizado, el otro, una carta de Verdier, donde es-
bozaba una respuesta al problema de descomposicién de Jacobianas
con accién de grupo. )

El problema es relativamente sencillo de describir. Sea X una su-
perficie de Riemann, gx > 3, tal que el grupo de automorfismos
holomorfos de X:

G = Aut(X) # id.

El conjunto {X € M, | Aut(X) # {id}} es un cerrado.
Todo ¢ € Aut(X) induce un automorfismo & € Aut(X), de
hecho:

Aut(JX)/{£1} ~ G.

También tenemos una accién inducida de G en H°(X, Q%) ~
ToJ X, el espacio tangente a JX en el punto 0. Como H° (X, Q%)
es un espacio vectorial de dimensién g sobre C, la accién de G lo
descompone en suma directa de subespacios invariantes:

ToJX=V1&..0V,.

Surgen entonces varios problemas naturales: determinar cudntos.
y de qué dimensidén son estos subespacios, estudiar si son espacios

tangentes de subvariedades abelianas de JX, las posibles interpre- - -

taciones geométricas de estas subvariedades, y, en particular, deter-
minar si son variedades de Prym de algtin cubriente.
A la respuesta a estos problemas dedicé Sevin los ultimos afios

* de su vida. Con una mezcla de argumentos geométricos y de teo-

rfa de representaciones de grupos, y con la colaboracién de distintos
mateméticos, obtuvo una multitud de resultados en estos temas, de-
sarrollando ejemplos y técnicas de célculo. Entre sus colaboradores
de esta etapa se cuentan Rubi Rédrl’guez, H. Lange, A. Rojas, A.
Carocca, A. Sdnchez Argéez (que realizé su tesis doctoral en este
tema), J. M. Mufioz Porras y F. Plaza ([17], [21], [23] a la [28]).
Una revisién de todos estos trabajos (y de otros todavia que toda-

- via no se publican) y una conceptualizacién generalizadora de ellos

es sin duda tarea esencial y todavia por realizar.




