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Resumen. En superficies de Riemann se consideran: el haz tangente, el héz canénico y el haz
de diferenciales cuadréticas. Se discute el concepto de clase de Chern para haces lineales, relacio-
nandolo con la existencia de secciones holomorfas de esos haces lineales. Se interpreta la informacién
geomeétrica que de las superficies proveen dichas secciones holomorfas (o meromorfas). En particular
de’ describe el caso de funciones meromorfas, campos vectoriales holomorfos y formas diferenciales
hoiorﬁor_fa&

1. Introduccién.

Intuitivamente hablando, una superficie de Riemann M es una superficie real orienta-
ble con una cubierta numerable, provista de una estructura conforme. Esto significa,
que para todo punto de M y toda pareja de vectores tangentes a la superficie en dicho
punto, se tiene definido el dngulo que forman ambos vectores.
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El concepto definido de esta manera resulta equivalente con el de variedad compleja
de dimensién uno.

Se sabe que toda superficie real orientable con una cubierta numerable posee estryc-
tura de superficie de Riemann.

Ejemplos naturales de superficies de Riemann son:

(1) Superficies reales orientables encajadas en R”.

(2) Superficies reales orientables provistas de una métrica Riemanniana.

(3) Curvas complejas no singulares en el espacio C* (definidas como la imagen de
funciones holomorfas de C en C").

(4) Curvas complejas algebraicas no singulares en el espacio proyectivo complejo CpPn
(definidas como los ceros de un nimero finito de polinomios).

La riqueza de las estructuras involucradas en 1-4 motiva el estudio de superficies de
Riemann desde distintos puntos de vista, ver Porter y Cornalba et al.

Sin embargo podemos decir que en principio es dificil visualizar el concepto de estruc-
tura conforme. Por ejemplo sin recurrir a informacién extra, como ocurre en 1-4.

Nuestro interés en este trabajo es mostrar como los conceptos de:
* haz lineal holomorfo,
* secciones holomorfas (o meromorfas) de un haz.lineal holomorfo,

permiten codificar la informacién y modelos geométricos concretos (en el sentido de
geometria diferencial y geometria algebraica), de cualquier superficie de Riemann.
Estableciendo relaciones entre:

Secciones holomorfas - : Propiedades
(o meromorfas) de haces = geométricas

lineales sobre M. de M.

Haciendo énfasis en las siguientes caracteristicas:

(1) La busqueda de secciones holomorfas (o meromorfas) de un haz lineal es no trivial
> .. por la rigidez de los objetos holomorfos, ver Secciones 5 y 6.
(2) Cuando M es compacta, las secciones holomorfas son pocas, si existen siempre
forman un espacio vectorial complejo de dimensién finita, ver Seccién 5.
(3) Una vez que puede hallarse una seccién holomorfa (o meromorfa), ella deberd
aportar informacién sobre la geometria de la superficie M, ver Secciones 7, 9, 11
y 13.
(4) Si es posible hallar una base del espacio de secciones holomorfas .el estudio de esa
base debe codificar toda la informacién geométrica posible, ver Secciones 10, 12,
13.

Nuestras principales herramientas para llevar a cabo lo anterior consisten de:
* La estructura multiplicativa de C.
* Fl concepto de clase de Chern para un haz lineal holomorfo.
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* La integracidn de funciones holomorfas.
* Métricas planas asociadas a funciones meromorfas.

Suponemos a lo largo del trabajo que el lector posee conocimientos bésicos de analisis
complejo, geometria diferencial (variedades C™, haz tangente ...) y geometria alge-
braica (espacios proyectivos y curvas).

Esperamos que este trabajo proporcione una visién panordmica al lector interesado
en superficies de Riemann y lo motive para el estudio de técnicas mds avanzadas.

Contenido:

2. Los conceptos de superficie de Riemann y haz lineal.

3. Multiplicando haces lineales.

4. La clase de Chern; una forma de medir el torcimiento de un haz.
- 5. Flexibilidad C* vs. rigidez holomorfa.

6. ; Por qué es dificil hallar secciones meromorfas en un haz lineal ?

7. Interpretacién geométrica de la existencia funciones meromorfas.

8. Funciones meromorfas y métricas planas.

9. Interpretacién geométrica de la existencia de campos vectoriales holomorfos.
10. Superfices de Riemann que poseen campos vectoriales holomorfos.
11. Interpretacién geométrica de la existencia de formas diferenciales holomorfas.
12. Superfices de Riemann que poseen formas diferenciales holomorfas.
13. Interpretacién geométrica de la existencia de diferenciales cuadraticas holomorfas.

14. Resumen. . }

2. Los conceptos de superficie de Riemann y haz lineal.

Repasamos brevemente algunas definiciones bésicas.

2.1 Definicién. Una superficie de Riemann M ests formada por una coleccién
(Miop, Ui, ¢4) tal que:

(i) M;op es un espacio topolégico Hausdorff.
(ii) U; C My, son conjuntos abiertos que forman una cubierta numerable.

(iil) ¢;: U; = V; C C son funciones de coordenadas continuas con inversa continua
(para V; subconjutos abiertos de C).

(iv) Cada vez que U; NU; # 0 las funciones de cambio de coordenadas
QS]- o ¢:1 : ¢1(Uz n Uj) — ¢j(Ui N Uj) s

son holomorfas con inversa holomorfa.
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2.2 Ejemplo.

(1) La esfera de Riemann. Topoldgicamente es como la esfera real de dimensién dos,
CP! = CuU {c}, agregando al plano un punto al infinito. Colocamos en ella dos
copias C,, C,, del plano complejo mediante proyeccién estereogréfica, con z y
w sus correspondientes coordenadas. Tenemos entonces dos funciones de coorde-
nadas '

¢1:U1=CZC((CP1——-{OO})—>(C s ¢2 (C C((CP1 {0})—)@,

donde ¢1(2) =2y ¢2(w) =1/w. En U1 NU = C — {0} est4 bien definida como
funcién de cambio de coordenadas ¢; o ¢; lizes1/2=

(2) Toros complejos. Se consideran dos ntimeros cumpleJos wi, ws linealmente inde--
pendientes sobre los reales. Se toma el grupo

A:Z@Z={nw1+mw§]n,m€Z},

bajo la operacién de adicién. Se define una relacién de equivalencia en los niimeros
complejos: dos nimeros 21, zo son equivalentes si y solo si z; — 22 = nw; + Mws,
para alguna pareja de enteros n,m. Las clases de equivalencia se denotan como

[ ]. El espacio cociente
C/a = {[=]}

provisto de 1la topologia cociente es lo que se conoce como un toro complejo. Sea
U; ¢ C/A un abierto homeomorfo a una bola con centro en [z;]. Entonces, hay
tantos representantes de él, llamémosles z; € C, como elementos (m,n) € Z & Z.
Para U; NU; # 0 en el toro los cambios de coordenadas pueden escribirse como:

¢j0¢i—1 1z zZ+

donde cj; es una constante.

(3) Dominios. Todo dominio U (subconjunto abierto y conexo) de C es superﬁme de -
Riemann. Definida por una dnica funcién de coordenadas q5 U— (C env1ando
zZHrz.

' Recordemos que toda superficie compacta orientable es homeomorfa a una esfera
provista de un ndmero finito de asas. Este nimero se Hama el género de la superficie
y clasifica topolSgicamente a las superficies compactas orientables.

En la Seccidn 11 mostraremos que toda superficie compacta orientable de género g >2
posee una estructura, de superﬁme de Riemann.

La consecuenma, mas 1mportante de esta definicién es qué:

" Si M es una superficie de Riemann, para toda funcwn f M—C, es posible deczdzr
si f es meromorfa.

Note que, abusando de la notacién, escribiremos C 6 CP! = Cu{oo} como codominio
para las funciones meromorfas, segiin convenga. Mas precisamente:
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2.3 Definicién. Una funcién f: M — C es meromorfa si y solo si para cada U; C M
la composicién

fogit:4:(Ui)) cC—=C
es meromorfa en el sentido usual (ver Ahlfors pig. 128).

Para el estudio de superficies de Riemann adicionalmente serd 1til definir formas dife-
renciales, campos vectoriales etc. Para ello debemos considerar el siguiente concepto:

2.4 Definicién. Un haz lineal holomorfo, o simplente un haz lineal L sobre una super-
ficie de Riemann M = (Mzop, Us, $;) estd formado por una coleccién L = (Lgop, T, t5;)
donde:

(i) Cada vez que U;NU; # 0, las funcionesA de transcision
tii:U;NU; - C— {0},
son holomorfas con inversa holomorfa. Satisfaciendo ademds:
ti=1,en U;
tjitij Ei , en U;NU; %(D
tintejti =1 , en U NU;NU; #0 .

(if) Liop es el espacio topolégico que resulta de considerar la unién disjunta de
U; x C e identificar parejas; (p,v) € U; x C con (g, w) eU;xCsiysolosip=gq

- en Miop y w = t5(p)-
! (iii) La funcién de proyeccién w : L — M, estd dada como 7(p,v) = p

Conviene a.clarar que:

Lyop posee una estructura de variedad compleja de dimensién dos Donde {U x C}
forman una cubierta de Lsop, con funciones coordenadas:

:U;xCCLypy— C
(pv) = (gip)v),

y cambios de coordenadas definidos como: )
;087" : (z,0) = (95 0 871 (2), tis(¢71 (2)) (V) -

En consecuencia, la funcién de proyeccién 7 : L — M es holomorfa. La inclusién
natural, (M) : M — L definida como i(p) = (p,0), hace a i(M) una subvariedad
compleja de L. :
La imagen inversa 7~*(p), llamada fibra es isomorfa a C, lo, que justifica el nombre
de haz lineal (también se usa haz de lineas, o de lineas complejas, si se quiere ser més
preciso).
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Los siguientes ejemplos de haces lineales estin naturalmente definidos en toda super-
ficie de Riemann.

Nombre del haz: |[Notacién: Funciones de Interpretacién ‘
transicién: de sus secciones meromorfg
haz trivial O =1 funciones
haz tangente Tar tji = D(d; 0 ;") campos vectoriales
haz canénico K |tji= (D(¢j0;))7 " formas diferenciales
haz de diferenciales| K$7 [tj = (D(¢; 0 ¢; ")) ~> diferenciales
cuadréticas . cuadraticas

Donde D(¢;0¢; ") : U;NU; — C es la derivada (valua,da en ¢;(p) parap € U; NU;).
Para interpretar la cuarta columna en la tabla necesitamos la siguiente:

2.5 Definicién. Una seccidn holomorfa (respectwamente, meromorfa) del haz lineal
L es una coleccién s = {s;} tal que:

(1) s;:U; ¢ C — C son funciones holomorfas (respectivamente, meromorfas).

(2) Satisfaciendo que-
S5 = tjisz- .

Gréficamente, una seccién holomorfa asocia a cada punto p de M un elemento de
7 1(p) C L de tal forma que puede escribirse como una funcién

s:M—L

descrita localmente por funciones holomorfas s; y donde 7 o s es la funcién idéntidad
en M.

2.6 Ejemplo. Naturalmente la seccidn cero s;(p) = 0 estd bien definida en cualquier
haz. Toda funcién meromorfa f : M — C es una seccién meromorfa del haz trivial
~Onm. '

2.7 Ejemplo. Las funciones de transicién para campos vectoriales y formas dzferen-
ciales. Sean V;, V; dominios en C con coordenadas z;, z; respectivamente, y ¢;o ¢

Vi = V; una func1on holomorfa con inversa holomorfa entre ellos. Clasicamente un
campo vectoria.l holomorfo en V; se escribe como:

3]
si(21) o
con s; : V; = C funcién holomorfa. Dicho campo se transforma bajo la funcién ¢;0¢; "
en un campo vectorial meromorfo en V;, mediante la regla:

83(25) - = 8:(65 0 67 (2) (95 0 97 w0 5

Z4 %
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. . —~1 -z .
conveniendo que z; = @; © ¢; ~(2;). Lo que también se escribe usualmente como:

o) . - ) 0
B_ZJ'_D(% ¢zl)(zz)5Z—z

Para formas diferenciales; sea s;(z;)dz; una forma diferencial holomorfa en V;. En-
tonces se transforma bajo la funcién en una forma diferencial holomorfa en Vj;, medi-
ante la regla:

sj(2;)dz; = si($; 0 ¢; (2:))[D(¢5 0 97 ) (2:)] " dzs -
o simplemente:
dz; = [D(¢; &7 ) (z:)] Mz -

Ver Miranda pégs. 105, 341, para més detalles. Note que las anteriores leyes cie trans-
formacién para % y dz generalizan las que se conocen de célculo real.

2.8 Observacién. Las secciones holomorfas de un haz lineal L, forman un espacio
vectorial sobre C. Basta comprobar que la suma y multiplicacién por un escalar
complejo satisfacen (ii) en la definicién. Al espacio vectorial de secciones holomorfas,
1o denotamos (a la manera clisica en geometria algebraica), por

HY(M,L),

v su dimensién compleja por dimcH®(M, L) = h°(L).

3. Multiplicando haces lineales.

La estructura multiplicativa de C permite extender el concepto de multiplicacién e
inverso multiplicativo para haces lineales. Dados L y L haces lineales sobre M con
funciones de transicién {t;;}, {t;;} respectivamente y n € Z, tenemos las siguientes
operaciones:

[ Operacién: _[Notacién:[Funciones de transcision: |

producto L®L tji i
dual L1 (t5)~"
potencia n-ésima| L®™ (t5:)"

" Como consecuencia tenemos:

3.1 Corolario. (Existencia de inverso multiplicativo.) Para todo haz lineal L:

LRLt=0y.
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3.2 Corolario. Para toda superficie de Riemann M :
Tu®Ky =0y /CM®/CM=]C}?}2 .

]

3.3 Observacién. Las operaciones entre haces de linea extienden a operaciones entre
sus secciones meromorfas. En simbolos,

HO(M,L) x H'(M,L) - H'(M,L®I) .

Explicitamente, si s = {s;(2;)} y § = {s:(\z;)} son secciones de Ly L respectivamente,

—l

entonces s ® § = {s;(2;) - s;(z;)}, loes de L L.

La anterior dualidad entre el haz tangente y el canénico permite identificar sus sec-
ciones meromorfas mediante la correspondencia:

0 dz;
55 (Zi)gz—i © e
En palabras; {s;(z;)} definen una seccién meromorfa del haz tangente si y solo si
{1/5:(2;)} definen una del haz canénico. _
Dado un haz lineal L, es natural preguntar si sus potencias L®" dan origen a nuevos
haces, desarrollaremos para ello lo siguiente.

4. La clase de Chern; una forma de medir el torcimiento de un haz.

Consideremos el siguiente ejemplo intuitivo.

4.1 Ejemplo. El torcimiento de un haz, en el caso real. Definamos sobre el circulo
S* dos haces cuya fibras sean copias de R '

(1) Elcilindro I = 8! x R,
(2) La banda de Moebius L.

Es un ejercicio describirlos como haces lineales reales, mediante funciones de transicién
adecuadas, que sean C® en S !, y real valuadas nunca nulas. Las secciones s : St — L;,
son funciones continuas tales que 7 o s es la identidad en St

Definimos el ndmero de torcimiento de un haz lineal real como el minimo ndmero de
ceros que puede tener una seccién.

En el caso del cilindro posee secciones sin Ceros, su nimero torcimiento es cero. De-
cimos que el haz L; no estd torcido. Mientras que en el caso de la banda de Moebius
toda seccidn posee ceros. El minimo mimero de ceros posibles es uno. Decimos que el
haz Lj estd torcido.
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Es posible mostrar que en efecto todo haz sobre el circulo con fibras como R es
homeomorfo a alguno de los dos anteriores. Dicho de manera vaga; solo existen dos
posibles formas de torcimiento para esta clase de haces. Mostraremos al final de la
Seccién, que para haces lineales holomorfos en superficies de Riemann hay tantas
posibles formas de torcimiento como niimeros en Z.

Esto motiva a introducir la siguiente herramienta:

4.2 Definicién. Sea m: L — M una haz lineal holomorfo sobre una superficie de
Riemann compacta M,y s : M — L cualquier seccién meromorfa no idénticamente
nula, entonces la clase de Chern del haz ¢y (L) es:

c1(L) = {ceros de s} + {polos de s} € Z ,

contando ambos nimeros (de ceros y polos) con multiplicidad y donde por definicién
las multiplicidades de los polos son nimeros negativos.

. / )
Lineas abajo indicamos que no depende de la eleccién de la secccién y que todo haz
posee una seccién. : :

Ver Griffiths et al. pég. 139 para la interpretacién cohomolégica de la clase de Chern.

4.3 Observacién. c;(L) es finito gracias a la compacidad de M. Observe que los
ceros y polos de una seccién estdn aislados en M, por estar descritas las secciones
localmente por funciones meromorfas.

4.4 Ejemplo. .
Cl(OM) =0.

Si f: M — CP! es una funcién meromorfa (dando origen a una seccién de Oys) es
un resultado cldsico qué el niimero de sus ceros es igual al nimero de sus polos. Hay
distintas pruebas, por ejemplo. Defina la forma diferencial meromorfa df/f en M.
Un resultado clasico es que la integral [(df/f) en la frontera de una regién mide el
nimero de ceros y polos de f contenidos en la regién, ver Ahlfors pag. 152. Calculando
la integral [(f/df), sobre todo M, mediante una triangulacién adecuada de M, ella
debe medir el ndmero de ceros y polos de f. Sin embargo la integral se anula, pues
se descompone como la integral sobre las aristas de la triangulacién, que se cancelan
unas con otras al aparecer por pares con sentidos opuestos. . . 0

4.5 Observacién. El resultado c1(L) no depende de la eleccion de la seccion mero-
morfa del haz. Dadas dos secciones meromorfas s;,s2 de L entonces 51 ® (s2)7! =
s1/s2 es una seccién de L ® L™! = ). Contamos el nimero de ceros y polos de
s1/s2, recordando que una funcién meromorfa posee el mismo nimero de polos y de
ceros:

c1(Opr) = {ceros de (s1/s2)} + {polos de (s1/s2)}
= {ceros de (s1)} — {po'los de (s2)} + {polos de (s1)} — {céros de (s2)} =0,
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por lo que

{ceros de (s1)} + {polos de (s1)} = {ceros de (sz)}‘+ {polos de (s2)} -

|
" Es inmediato, mediante el mismo argumento mostrar el:
4.6 Corolario. Para L, L haces lineales, tenemos que:
a(L®I)=c(L)+a(l),
ei(L7Y) = ~ei (D) .
a

Ser4, ttil el siguiente:

4.7 Corolario. Sici(L) < 0, entonces L no posee secciones holomorfas ( distintas de
la seccidn cero). : O

Es inmediato también notar que
er(Tu) = —ci(Km)

de donde se tiene la siguiente simetria:

4.8 Corolario. (1) Si Tar posee sécciones holomorfas ( distintas de la seccién ce-
ro), se tiene que c1(Tar) > 0. Entonces ci(Kar) < 0, y Kar no posee secciones

_ holomorfas (distintas de la seccidn cero). '
(2) Si Kpr posee secciones holomorfas (distintas de la seccidn cero), se tiene que
c1(Kar) > 0. Entonces ci(Tar) <0,y Tm no posee secciones holomorfas (distintas
de la seccidn cero). O

' Como aplicacién elemental tenemos: -

4.9 Lema. En toda superficie de Ri‘emanh compacta M, para cualgquier nimero dado
n en Z, existe un haz lineal holomorfo L, con ¢i(L) =n. :

Demostracién: Como primer caso consideremos M como la esfera de Riemann CP! =
C U {oo}, provista de dos funciones de coordenadas

¢1:U1=Cz—>C‘, ¢2:U2=C'w_)(ca
donde ¢1(z) = 2 y ¢2(w) = 1/w. ‘ ,
En U; nU; = C — {0} definimos como funcién de transicién to;(2) = z7™. Sea L, el
haz lineal sobre CP! asociado a ella.
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Las funciones dadas por
5:(2)=1:U1 =5 C , sy(w)=w":U, > C,

definen una seccién meromorfa s de L,,. En efecto s; = t;:5;, se traduce en:

So=wl=2""-1=t2s%,

ya que w = +. La seccién s solo posee un polo o un cero de multiplicidad exactamente
nen w = 0 que corresponde al punto al infinto en CP! = C U {oo0}. Con lo que
a(Ln) =

En el caso general basta notar dos cosas. El célculo anterior puede realizarse en un
disco {|z| > ¢} U {cc} en la esfera de Riemann. Obteniendo un haz lineal sobre
dicho disco con una funcién de transcisién y una seccién que tiene un polo o cero de
multiplicidad n. Introducimos en cualquier superficie de Riemann el disco anterior, con
su haz lineal como antes. Para extenderlo a toda M, definimos las restantes funciones
de tramsicién ¢;; como idénticamente 1. Dejemos como ejercicio al lector interesado
comprobar los detalles. O

5. Flexibilidad C* vs. rigidez holomorfa.

Sea, M una superficie de Riemann compacta y Our, Tar, Kar, su haz trivial, su haz
tangente, su haz canénico, respectivamente.

Deseamos hacer notar que en cualquiera de estos casos:

* Siempre existen secciones C°.

* De hecho forman un espacio vectorial de dimensién infinita.
Esto es lo que entendemos por flexibilidad C*°.

Note que por dimensién infinita, entendemos que contiene subespacios vectoriales de
dimensién arbitrariamente grande.

Como veremos méas adelante las dos afirmaciones anteriores pueden ser falsas si con-
sideramos secciones holomorfas.

Esto es lo que entendermos por rigidez holomorfa.
Para el caso Oy tenemos:

5.1 Observacién. Toda superficie de Riemann M posee funciones C*° complejo va-
luadas. El espac1o vectorial de dichas funciones es de dunensmn infinita.

Demostracion: Utilizamos el concepto de particién de la unidad. Dada una cubierta
abierta finita {U;} de M, como en la definicién de superficie de Riemann. Una par-
ticién de la unidad es una coleccién de funciones C*, del tipo {A; : U; — R} tal
que: ' :

(1) X; es idénticamente cero cerca de la frontera de U;.



(2) Paratodo p € M, se tiene que 3, \i(p) = 1.

Estos objetos siempre existen, pero su construccién es laboriosa, ver Spivak vol. L.
pag. 70. Considerando, k; : U; — C funciones holomorfas arbitarias, la func1on suma

> ki M~ C

estd bien definida, es C™ y pueden elegirse las funciones h; para que no sea 1dentlca,—
mente nula. Lo que muestra la, existencia de secciones C™ de Oy,.

Para mostrar la segunda parte de la afirmacién, fijamos un elemento de la cubierta
~digamos Uy. Existe una coleccién {h; : Uy — C | j = 1,2...} de funciones holomorfa.s '
"que son C-linealmente independientes para toda subcoleccién ﬁmta j € 1,.
"Entonces la coleccién de funciones

{(Z)\i +ohy) : M = C} -

provee C-espacios vectoriales de dimensién m, en el espacio de funciones C*® de M
a C O

El caso de campos vectoriales y formas diferenciales (secciones de Tyr v Kar) es
similar. Simplemente usando que la suma de secciones de un haz multiplicadas por
las particiones de la unidad );, vuelve a ser una seccién. En efecto mediante el mismo -
argumento se prueba el:

5.2 Corolario. Todo haz lineal posee secciones C*®. El C-espacio véctorial de dichas
secciones es de dimensidn infinita. O

‘ En contraéte:

- 5.3 Teorema Para todo haz lineal holomorfo L, sobre una superficie de Riemann
" compacta M se tiene que

0 < dimcH®(M,L) < o ,

esto es, el espacio vectorial de sus secciones holomorfas es de dimensién finita.

Demostracién: Hay muchas pruebas, accesibles segin los conocimientos del lector,
por ejemplo. Sea {U; x C} una cubierta abierta finita de L, como en la definicién.
Sea {A;} particién de la unidad como antes. Tomando h; la forma hermitiana usual
en cada fibra de U; x C, entonces \;(z)h; es una coleccién de formas hermitianas en
U; x C. La suma 2_; Ah; define una forma hermitiana en cada fibra de L. De hecho
puede suponerse que es positiva deﬁmda en cada fibra. Lo que se conoce como una
mérica herm1t1ana en L.
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Definimos un producto punto entre secciones holomorfas de L usando
(s1,82) = / > Aihi(s1,82)]dM
M

para dM una forma de drea real en M. Esto hace al espacio de secciones holomorfas
un espacio de Hilbert.

Consideremos la bola unitaria de este espacio de Hilbert. Usando la compacidad de
M y el Teorema de Montel, es posible mostrar que toda sucesién de secciones en la
bola unitaria, tiene una subsucesién convergente. Ello implica que dicha bola unitaria
es compacta, en consecuencia el espacio de Hilbert es de dimensién finita.

Para referencias a otras pruebas, ver Le Potier pdg. 25 6 Narasimhan. O

6. ; Por qué es dificil hallar secciones meromorfas en un haz lineal ?

Dado un haz lineal L sobre M el problema de hallar una seccién meromorfa es elegir
en cada abierto U; C M funciones meromorfas s; : U; = CP! tales que satisfagan:

85 = t5i8; -

Esto es, hay que resolver estas ecuaciones acopladas entre funciones meromorfas,
donde los datos son {¢;;} y las incégnitas las funciones {s;}.

Un resultado general afirma que:
6.1 Teorema. Todo haz lineal posee secciones meromorfas. : O

Ver Gunning pég. 57. _
‘Mostramos algunos casos donde es posible resolver facilmente el problema:

6.2 Ejemplo. Secciones meromorfas de haces lienales sobre la esfera de Riemann.
Cubriendo la esfera con dos funciones de coordenadas como es usual, sea

to1 : UlﬂUQ ZCPl —{0,00}—)C—{O}

funcién de transicién de un haz lineal L. Curiosamente: si t2; es polinomial, toda
funcién racional s;(z) = P(2)/Q(z) : Uy = C, - C U {00}, donde P y @ son
polinomios, extiende a Us; de manera tnica como una seccién meromorfa de L.

En efecto, bas‘pa observar que la seccidén so en Us se escribe como
P(1/2)
Q(1/2)

Qué resulta ser una funcidén racional, por lo que extiende con un cero o un polo en
o € CPL. :

t21(1/z) : U2 - (CU{OO} .
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6.3 Ejemplo. Secciones meromorfas de Onr, Tar, Knr sobre un toro. Recordemos
que para un toro las funciones de cambio de coordenadas son de la forma ¢; o ¢i‘1 :
z > 2z + ¢ji, de donde D(g; o ¢; ') = 1. Lo que implica que On, i ¥ K tienen
funciones de transcisién £;; = 1.

En consecuencia, las secciones meromorfas de O, Tar ¥ Kar sobre un toro M = C/A
estdn en correspondencia uno a uno con las funciones meromorfas s: M — Cpr.

Adicionalmente, las funciones meromorfas sobre M = C/A estén es correspondencia
uno a uno con las funciones meromorfas en C que son doblemente periédicas con
respecto a A, esto es funciones h : C — CP?! tales que:

h(z) = h(z + nw;, + mwy) ,

para todo (’n, m) € Z & Z. Estas son conocidas cldsicamente como funciones elipticas,
ver Ahlfors pag. 263.

7. Interpretacién geométrica de la existencia funciones meromorfas.

7.1 Observacién. En una superficie de Riemann compacta toda funcién holomorfa
es constante. En efecto, basta observar que toda funcién holomorfa no constante fes
tal que admite un punto donde | f| es maximo. Pero ello implicaria que dicho maximo
se alcanza en un punto interior de M lo que es imposible (pues la norma I|fod; 1
tendria un méximo).

Por lo que centraremos nuestra atencién en funciones meromorfas, afortunadamente:

7.2 Teorema. Toda superficie de Riemann posee funciones meromorfas no constan-
tes. . B

Ver Farkas et al. pag. 52.

Primera interpretacién: Una funcién meromorfa f : M — CP! produce una cubierta
ramificada entre M y la esfera de Riemann CP*.
Por cubierta ramificada entre superficies entendemos una funcién entre superficies que
en todo punto puede escribirse (probablemente salvo cambio de coordenadas) de la
forma

z— 2"
donde n es un entero positivo.
Lo anterior no tiene nada de particular pues:

7.3 Observacién. Toda funcién holomorfa es localmente como z™. M4s precisa-
mente, dada una funcién holomorfa f : U — V, entre U y V dos dominios de C. Para
cada zp € U existen dos funciones de cambio de coordenadas

hliU—)ff y hz:V—)f/:
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(esto es holomorfas con inversa holomorfa), tales que
k3t o fohy(z) = 2™

Dejamos mostrar la existencia de h; y hy como ejercicio al lector 1nteresado Basta
expresar hi, he como series de potencias, substltuyendo en la ecuacién h o fohi,
calculando los coeficientes de las series de hy y hs en términos de los de f. Y finalmente
probar la convergencia.

7.4 Ejemplo. La funcién 2™: CP* — CP! como cubierta ramificada. Convenimos
que oo — oo bajo 2". Entonces esta funcién es tal que cada punto en CP! tiene
exactamente n preimagenes, con la exepcién de cero e infinito, que son los puntos de
ramificacién.

Segunda interpretacién: Una n-ada de funciones meromorfas fi, ..., fn : M — CP?,
hace a M una curva en el espacio proyectivo complejo CP™.
Consideremos M cualquier superficie de Riemann compacta seleccionemos una pareja
de funciones meromorfas

fi,fo: M - CP.

Entonces podemos producir una funcién de M en el espacio proyectivo CP? como:

‘M- Cp?
z = [f(2), fa(2), ]

donde el corchete | ] nos indica las clases de equivalencia en CP?. Mismo que por
definicién es C* — {0} médulo la relacién de equivalencia, que identifica dos puntos
si-y solo uno es multiplo complejo del otro. Para mostrar que la funcién 7 esté bien
- definida en los polos de f; y fo simplemente basta considerar las expresiones alternas:

fz(z) 1 fi(2) 1
=1 —] , zr [ 1—].
AEACWAR AE AR
Dicha funcién i es una inmersidn holomorfa (la imagen de M puede ser una curva
singular e incluso tener auto intersecciones).

Inversamente si consideramos i(M) C CP? como una curva en el plano proyec-
tivo ‘entonces es facil ver que la proyecciones p; : CP2 — CP! definidas como
p;i([21, 22, 23]) = (23/23), para i = 1, 2 son tal que al restringirlas a (M) c CP?
determinan dos funciones meromorfas p; : M — CP'. En conclusién se ha mostrado
la: :

7.5 Proposicion. FEzriste una correspondencia uno a uno entre:

(1) Colecciones {fi1,..., fn} de n funciones meromorfas en M.
(2) Inmersiones holomorfas i: M — CP", de M en el espacio proyectivo (CP”
a
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De hecho M es compacta si y solo si es posible describir a (M) como los ceros de
un nimero finito de polinomios homogéneos en CP™ (esto es por definicién que 4(M)
sea una curva algebraica). Este resultado se conoce como el Teorema de Chow, ver
Griffiths et al. pag. 167.

Informalmente hablando, tenemos que si i(M) C CP™ es una curva algebraica en-
tonces la geometria proyectiva de tal inmersién puede hacerse al estudiar los conjuntos

{f1(2), .., Fu(2)}-

7.6 Ejemplo. Es un hecho elemental de variable compleja que en cualquier toro C/A
esté bien definida la funcién eliptica de Weierstrass :

o(z) : C/4 — CP!

1 1 1Y
o=+ 2 (Zor i)
. w# .
donde la suma es sobre todo nimero w € A ¢ C distinto de cero. Ver Alfhors pég.
279. Si se considera la pareja de funciones {gp(z), 9'(z)}, donde la prima significa la
derivada, entonces la inmersién asociada

i:C/A— Cp?
z = [p(2),9'(2),1],

es tal que su imagen puede leerse como una curva algebraica en CP?. Esto es, como
los ceros de la ecuacién polinomial de tercer grado:

@) =A(p—e)(p—e)p—es),

en C? = {[21,22,1]} ' CP?, donde e; son nimeros complejos que dependen de ‘A,
ver Ahlfors pag. 277.

N

- 8. Funciones meromorfas y métricas planas.

Nuestro objetivo es mostar que cada dominio U ¢ C provisto de una funcién mero-
morfa s(z) = u + v/—1v : U = CP* no idénticamente cero, tiene de manera natural
coordenadas candnicas planas. Esto significa que en U menos los polos y ceros de
s(z), hay funciones de coordenadas ¢; : U; CU = V; C C, tal que sus cambios de
coordenadas ¢; o ¢;* son translaciones euclideanas en C. :

Para zo € U con s(z) # 0,00 y U; un disco en U de centro en 2o que no contiene
polos o ceros de s: definimos las funciones de coordenadas locales en U mediante

¢i(z)=/z:%€(c:
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usando trayectorias en U; para calcular la integral. En una vecindad U; la funcién ¢;
es un homeomorfismo (como consecuencia del Teorema de la funcién inversa y que
Doi(z) = s(z0) # 0, 00). Calculemos las funciones de cambio de coordenadas ¢; op;t
en U; NU; # 0. La idea es como sigue, consideremos los campos vectoriales reales en
U — {polos de s}

4] 9 o} o}
r [ —_— ) — —_
Re(X)—u8m+U6y , Im(X) ’vé’x+u6y'

Entonces ¢; envia: _
* trayectorias reales de Re(X) en lineas horizontales de C,
* trayectorias reales de Im(X) en lineas verticales de C.

Para ello basta calcular la integral [[dz/s(z)] a lo largo de trayectorias reales cuya
velocidad es Re(X), mostrando que el resultado son nimeros reales. Andlogamente
para Im(X) el resultado de la integral son nimeros imaginarios puros. '

En consecuencia .
-1,
pjo0; 1z—rztcy,

donde de hecho la constante puede evaluarse como, ¢j; = fzz’ [dz/s(2)], para z;,z; los
centros de U;, U; respectivamente.

‘ 1
gs = (u 1o (1) ) s
0 PYE

hace que Re(X) y Im(X) sean un marco ortonormal, esto es:

gs(Re(X), Re(X)) = 1= g,(Im(X),Im(X)) , gs(Re(X),Im(X))=0.

La métrica de Riemann

Adicionalmente, se tiene que los flujos reales de esos campos conmutan

d 5] o) 8, _
[Re(X),Im(X)] = [u% +Ua—y , V% —i—ugy-] =0,

y la curvatura de la métrica de Riemann g, es cero, en otras palabras g5 es localmente
euclideana, ver Spivak vol. IT pag. 261. Otra prueba de ello es mostrando que cada
funcién ‘

¢i(2) : Ui C (U — {ceros y polos de s},g5) = (C,9)
es una isometria local, donde § es la métrica euclideana usual en C.

Resumiendo tenemos:
8.1 Proposicién. Sea s : U C C - CP!, una funcién meromorfa,
7]
X(z)= s(z)a

el campo vectorial meromorfo asociado, y

dz
w(z) = @
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la forma diferencial meromorfa asociada. Entonces, el campo meromorfo se descom-
pone en un par de campos vectoriales reales C*° en U — {polos de s}

0 0 0 0
X)=u— — = —y— -
Re(X) u6x+U8y , Im(X) U6m+u6y’ v
tales que la métrica de Riemann plana en U — {polos y ceros de s}:
= 0
gs = (E?f 1 ) ’
prea=

hace geodésicas a las trayectorias reales de Re(X) e Im(X). Las isometrias locales
entre (U,gs) y C provisto de la métrica euclideana usual, estdn dadas por ¢;(z). =
[w. o
8.2 Ejemplo. Seac=a++/~1b€ C*,y X(2) = c& 3 el campo vectorial meromorfo
en U = C. El espacio (C, g;) es isométrico con el plano eulcideano R?. La isometria

es:
’ z+\/f1yr—>[—cT(z,y) .
El campo vectorial real asociado es:
0 0
Re(c ) as +b— By’

teniendo como trayectorias lineas rectas de pendiente arg(c).

8.3 Ejemplo. Para s(z) = z,seaw = dz/z la forma diferencial meromorfaen U = C.
El espacio (C— {0}, g5) es isométrico al cilindro S3, x R, donde 27 es la longitud de
. las geodésicas cerradas (el perimetro del cilindro). El campo vectorial real asociado
es:

0
| Re(z— )—za +y8y
temendo como trayectorias rayos de rectas por 0 en C. El otro campo asociado es:
0 o
Im(z=—) = -y= —
m(zaz) y8m+m8y’

teniendo como trayectorias circulos con centro en 0, mismas que corresponden a las
geodésicas cerradas en el cilindro S, x R.

8.4 Ejemplo. Para s(z) = 1/z, con w(z) = dz en U = C. El espacio métrico
(C — {0}, g,) es isométrico al obtenido de pegar cuatro copias de: {(z,y) e R? | y >
0}. El pegado es entre las fronteras y usa isometrias para formar una superficie
topolbgicamente como un disco (la parte positiva del eje z en una copia se pega
con la parte negativa del eje z en otra, y asi sucesivamente). El campo vectorial real
a§001ado es: 15 - P y 5 :

zaz) 22 +y2 0z 3% +y20y
teniendo como trayectorias hipérbolas, cuyas asintotas coinciden con los ejes coorde-
nados en C.

Re(
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9. Interpretacién geométrica de la existencia de campos vectoriales
holomorfos. ‘

Consideremos s = {si(zi)%} un campo vectorial holomorfo en una superficie de
Riemann M.

En U; C M el campo vectorial da origen a una ecuacién diferencial ordinaria asociada

&~ sitwt)

donde s;(2) : U; — C es una funcién holomorfa y 9(t) : W C C — U es también una
funcién holomorfa, llamada la solucién de s.

Primera interpretacién: Cada campo vectorial holomorfo s en M, produce en M —
{ceros de s} coordenadas candnicas planas.. : :
Basta considerar ¢; = [[dz;/si(z;)], como en la Seccién 8.

La, primera aplicacién es:

9.1 Teorema. (Existencia y unicidad de soluciones para campos vectoriales
holomorfos). Dado 2o € U; C M un punto fijo (la condicidn inicial), existe una tUnica
funcion holomorfa ¢(t) : W — M, para W una vecindad abierta de 0 en C, que es
solucidn de la ecuacion diferencial asociada y satisface 1(0) = zo.

Demostracién: Sea zo € M. Si zy es un cero del campo s(zp) = 0 y trivialmente
¢ : C = M como %(t) = zo es solucién. -

Si 2o no es un cero del campo, suponemos sin perdida de generalidad que zp es el
origen en {z;} las coordenas locales de Uj, escribiendo el campo como: si(zi)%, con
si(2z;) holomorfa y no nula. :

La-funcién ¢; : U; = V; C C dada por:

% dz
¢z'(zi)=/o o)

es un cambio de coordenadas local pues su derivada en z =0, es 1/si(2) € C__— {0}.
El campo se transforma entonces bajo ¢;, en un campo vectorial holomorfo en V;:

Si(Zi)% = Si(zi)D(¢i(zi))lzi=ng—i‘ = 8_w ,

1
donde w son coordendas en V;. La solucién de la ecuacién diferencial % = 1, asociada
a 5%, en V; con condicién inicial ¢;(0) es ¢(t) =t + ¢:(0). En consecuencia:

B(t) = 67 o) | W = M

es la solucién de la ecuacién diferencial asociada a s; (Zi)ga;- 0
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9.2 Ejemplo. Consideremos en M = C los campos vectoriales holomorfos:

0 1o}
2
S\Z2)=2— S{2)=2"— .
(D =2n , sl2) =25
Al escribir sus ecuaciones diferenciales asociadas tenemos

W _ e B
T=vi , T=wn)?,

cuyas soluciones son:
20

P(t) = z0et , P(t) = Tzt

para zp punto arbitrario en C. Es interesante observar que en el primer caso las
soluciones estdn definidas para toda condicién incial 2o y todo tiempo complejo ¢.
Mientras que en el segundo caso hay valores del tiempo complejo (t = 1/2p), para los
que la solucién no est4 bien definida en M = C. :

9.3 Definicién. Un campo vectorial holomorfo s : M — Tis en una superficie de
Riemann M es completo si su solucién (para toda condicién inicial z5 € M), est4 bien
definida para todo tiempo complejo t € W = C.

9.4 Lema. En una superﬁcze de Rzemann compacta todo campo holomorfo es com-
pleto.

Demostracion: En efecto, para cada zg € M, la solucién existe para W C C una
vecindad de cero. La imagenes de soluciones ¥(W) C M donde %(0) = p forman una
cubierta de M. Usando la compacidad de M es posible considerar una cubierta finita
de esas soluciones Dada una solucién ¢ : W — M para W una vecindad de cero
en C, es posible pegar soluc1ones en la cubierta finita antes menc1onada para poder
extenderla a W = C. -0

9.5 Ejemplo. Una superficie de Riemann sin campos completos. Sea A el disco uni-
tario o C. Toda funcién holomorfa s : A — C define un campo vectorial holomorfo

! '~s(z) . Sin embargo si este campo no es idénticamente nulo, entonces es necesaria-

mente no completo. Pero ello da una contradiccién. Supongamos que es completo. Para
zp € A un punto donde no se anule el campo, consideramos la solucién 9 (t) : C — A,
pero esto proporcionaria una funcién holomorfa en todo C no constante y acotada,
1o que es una contrad1cc1on con el Teorema de Liouville.

Segunda interpretacién: A cada campo holomorfo completo en M le corresponde una
familia de automorfismos holomorfos de M.

Més precisamente, para un campo holomorfo completo s existe una C-accién holo-
morfa en M, llamada el flujo complejo de s, definida como:

CxM—-M
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(t,20) = $(2)

donde ¥(t) : C = M es la solucién de la ecuacién diferencial asociada tal que P(0) =
20- "

Al dejar fijo el tiempo to en ¥ se tienen funciones ¥ (to, ) : M — M que son automor-
fismos holomorfos de M, esto es funciones holomorfas con inversa holomorfa. Ademés
satisface las condiciones de compatibilidad, para todo par de tiempos 1, t2;

Sp(tla )in(t27 )=lp(t1 +t2, ):M—)M,

por lo que dichas transformaciones forman un grupo bajo la composicién isomorfo al
grupo aditivo (C, +). ,
Inversamente dada ¥: Cx M — M una funcién holomorfa satisfaciendo las anteriores
condiciones de compatibilidad. Ella determina un campo vectorial holomorfo completo
s‘(z)% en M, mediante

ov o)

S(z)é—z = (gl(t:n,@) 5

9.6 Ejemplo. Campos vectoriales en la esfera de Riemann y en toros.

Sea CP! = CU{0} la esfera de Riemann, en la coordenada afin C, podemos escribir
el campo holomorfo s(z) = z%. Mediante un cédlculo explicito de como se ve este
campo en el punto al infinito (usando la transformacién de cambio de coordenadas
Lz ;z— = w), es facil mostrar que en oo posee un cero de orden 1. Por lo.que define una
seccién holomorfa de Tgp: , y ademds nos dice que este haz tiene clase de Chern igual
a 2 (pues dicha seccién holomorfa posee dos ceros simples). Su flujo puede escribirse

en la coordenada afin C ¢ C U {0} = CP* como
#:CxC~C
(t,z) = z€" .

Sea M = C/A un toro complejo, en U; con funciones de coordenadas {z} podemos

" escribir el campo holomorfo s(z) = ‘a% para a € C. Este campo estéd bien definido
y no posee ceros. Por lo que define una seccién holomorfa de Tas, v ademés nos dice
que este haz tiene clase de Chern cero. Su flujo puede escribirse como

v:CxM--M

(£, [2]) = [z + at]

donde el corchete [ ] indica la clase de equivalencia en M = C/A. Estos automorfismos
son conocidos como translaciones.

Resumiendo podemos establecer que:

-9.7 Proposicién. En toda superficie de Riemann M eziste una correspondencia uno
a uno entre: =
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(1) Campos vectoriales holomorfos completos en M.

(2) Subgrupos de dimensidn compleja 1 del grupo de automorfismos holomorfos de
M. ‘ a

Lo anterior puede redondearse diciendo que el &lgebra de Lie de los campos vectoriales
holomorfos completos en una superficie de Riemann M es naturalmente isomorfa al
dlgebra de Lie del grupo de automorfismos holomorfos de M, ver Kobayashi pag. 77.

10. Superfices de Riemann que poseen campos vectoriales holomorfos
completos. '

Nuestro objetivo es clasificar todas la superficies de Riemann (compactas o no) que
poseen campos vectoriales holomorfos completos (no idénticamente cero).

Sea M una superficie de Riemann arbitraria con un campo holomorfo completo no

" idénticamente cero.

Si zp € M es un punto donde el campo no se anula, existe una funcién holomorfa no
constante ¥ (t) : C = M con 9(0) = z. '

Supongamos que 7 es uno a uno. Ello implica que M contiene una copia de C

Caso 1. Si ademés ¥ es sobreyectiva, entonces es de hecho biyectiva y M = C. Es
facil ver que necesariamente s(z) = z%;

Caso 2. Si ¢ no es sobreyectiva, entonces la inclusién de C C M es estricta. Es bien
conocido quela tdnica forma de extender C a una superficie de Riemann que la
contenga propiamente es mediante M = CP*. Es facil ver que s(z) =.a,a%.
Supongamos que 2 no es uno a uno, entonces % (C) es un cilindro C* o un toro

" C/A. Esto sigue usando que 1 : C — 4(C) C M define una cubierta topoldgica,
que es isometria local cuando se considera las métricas planas asociadas, en el
dominio y la imagen. _

Caso 3. Si ¢(C) es un cilindro, hay tres posibilidades para M; es C*, é bien C 6
CP?, uniendo uno o dos puntos respectivamente a 1)(C) para formar M.

Caso 4. Si ¢(C) es un toro, como M es conexa M es el toro mismo. Como Ty tiene
clase de Chern cero toda seccién con ceros debe tener también polos. De donde
los tinicos campos holomorfos son los constantes s(z) = a%. ‘

"Podemos resumir los comentarios anteriores como:

10.1 Teorema. La lista de superficies de Riemann con campos vectoriales holomorfos
completos (no idénticamente cero) es:
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Superficie:| Campos vectoriales| Dimensién del |Automorfismos| Estrutura
completos: espacio de campos:| holomorfos: | de grupo:
C Az +p)Z 2 z—az+b | Afin(C)
C )\z% 1 Z > az C
CPt [ Mz—p)(z—n)% 3 z= 28 IPSL2, Q)
C/A oy 1 z— [z +a] C/a |
donde A\, p,m,a,b,¢,d € C, particularmente a # 0 en los dos primeros renglones y
ad —bc=1 en el tercero. O

Note que la dimensién del espacio de campos vectoriales holomorfos y completos
coincide con la dimensién del correspondiente grupo de automorfismos holomorfos -
(como grupo de Lie complejo). :

El célculo de los grupos de automorfismos holomorfos es un ejercicio clésico, ver por
ejemplo Remmert pag. 310. Dejamos al lector interesado la comprobacién de que las
soluciones de los campos vectoriales, producen los grupos monoparamétricos, en los
automorfismos holomorfos que se indican.

10.2 Corolario. Si M es una superficie de Riemann compacta de género g > 2
entonces: ’

(1) No posee campos. holomorfos completos (distintos, del campo idénticamente ce-
70). 4
(2) No posee grupos monoparamétricos de automorfismos holomorfos. 0

M4s precisamente un resultado cldsico dé Hurwitz, ver Griffiths et al. pag. 275, es-
tablece que para M compacta con género g > 2 el grupo de automorfismos holomorfos
de M es finito, de hecho casi siempre es trivial (i.e. formado solamente por la identi-
dad). '

11. Interpretacién geometrlca de la existencia de formas diferenciales
holomorfas.

Primera interpretacién: Cada forma diferencial holomorfa s.en M., produce en M —
{ceros de s} coordenadas candnicas planas. :

Basta considerar ¢; = [ s;(2;)dz;, como en la Seccién 8. Aphcando estas ideas de
manera mas precisa, se tiene:

11.1 Proposicién. Para todo nimero entero g > 1 eziste una superficie de Rie-
‘mann compacta M, de género g que posee una forma diferencial holomorfa w. (no
idénticamente cero). Dicha forma posee exactamente 2g — 2 ceros, simples, por lo
tanto ¢1 (ICM) =2g — 2.
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Demostracion: Si g =1, la superficie es un toro y w = adz, produce el ejemplo.

Si g = 2, consideremos dos toros provistos como en el caso anterior con sus coorde-
nadas candnicas planas, ¢; = [ dz; como es usual.

Cortamos ambos toros a lo largo de una geodésica de longitud I obteniendo dos
superficies con frontera geodésica.

Pegamos ambas copias a lo largo de sus fronteras, mediante isometrias entre ellos.
Obteniendo una superficie compacta homeomorfa a la esfera con dos asas.

Dicha superficie posee dos puntos exepcionales que provienen de los extremos de las
geodésicas.

Afirmamos que la estructura plana en vecindades de esos puntos es isométrica a una
vecindad del origen provista con la estructura plana que proviene de zdz (ver ejemplo
en Seccién 8).

Por lo anterior es posible describir una forma meromorfa en M usando funciones de
coordenadas asociadas a:

* ¢; = [ dz; en un punto regular
* ¢; = [ z;dz; los dos puntos exepcionales.

La prueba cuando el género es mayor o igual a tres es idéntica agregando nuevas
copias de toros provistos con formas del tipo dz. , ]

Inversamente:

11.2 Proposicién. Dada w = {si(z;)dz;} una forma diferencid_l holomorfa en una
superficie de -Riemann M, tiene asociada de manera natural en M — {ceros de w}
una familia de funciones coordenadas ¢; : U; — C definidas mediante las integrales:

) | | ¢z(zz)=/ isi(zi)dzi

0

tal que sus cambios de coordenadas son translaciones:
. 1. . ‘
Qjod; 1z 24y

De hecho si los ceros de w son de orden uno, localmente en una vecindad de ellos w
puede escribirse como zdz.

" Demostracion: La tltima afirmacién se puede ver supomendo que cerca de un-cero
de orden uno cualquier forma diferencial holomorfa puede escribirse como:

w(z) = (a12 + a22” + a3z® +...)dz

donde a; # 0. Introduciendo un cambio de coordenadas holomorfo cerca de 0 y
aplicando la regla de transformacién de formas diferenciales, ver Seccién 2, puede
‘mostrarse que es posible eliminar los términos de orden mayor o igual a dos en la
“serie de w. O
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Segunda interpretacién: La cohomologia de superfices de Riemann compactas.

Consideremos en M una forma diferencial holomorfa w, este objeto se escribe local-
mente como w(z;) = s;(2;)dz;, para s;(z) : U; — C funciones holomorfas. Nuestro
punto de partida son dos observaciones:

(1) w nunca es la diferencial de una funcién holomorfa en M (toda funcién holomorfa
en M compacta es constante, su diferencial es cero).

(2) w es d—cerrada (dw es una 2-forma holomorfa, lo que implica necesanamente que
dw = 0).

Por lo que w debe determinar una clase no nula de la cohomologfa de M. Ello puede
formalizarse mediante la definicién del (1,0)-grupo de cohomologia de M:

{formas" holomorfas d— cerradas en M}
{diferenciales de funciones f:M — C}

HY (M) =

Si se define la conjugacién de formas f(z)dz, es natural extenderla a las clases en
HYO(M), definiendo HO1(M) como HLO(M). Con lo que podemos enunciar la si-
guiente generalizacién del teorema de De Rham.

11.3 Teorema. Para M una superficie de Riemann compacta se tiene un isomor-
fismo: ‘
gY(M,C) = HY*(M) & H*' (M) ,
donde ' ‘
H' (M, C) = Hy(M,C)* = (H\(M,Z)e C)" .

Esto es, HY(M,C) es el dual del primer grupo de homologia de M con coeficientes
complejos (que vagamente dicho son las clases de homologia de M ponderadas con
coeficientes complejos.) ‘ : o

Ver Brieskorn et al. pag. 638 6 Griffiths et al.

“El interés del anterior resultado es que nos dice que podemos expresar la topologia
algebraica de M por medio de sus formas diferenciales holomorfas.

12. Superfices de Riemann que poseen formas diferenciales holomorfas.

12.1 Ejemplo. La esfera de Riemann, no tiene formas dzferenczales holomorfas (no
yzdentzcamente cero).

Por contradiccidn si existiera w una forma holomorfa no idénticamente cero, entonces

f(p)z/pw:(CPl——)C

0
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define una funcién holomorfa (pues no depende de la trayectoria usada para calcular
la integral) y no constante (pues su diferencial seria w # 0). Lo que es imposible.
Considerardo dz como forma diferencial holomorfa en la coordenada afin C, en CPL.
La expresién de dz cerca del punto al infinito es w™2dw (usar el cambio de coordenadas
usual z — £ = w). Por lo que {dz, w~2dw} definen una seccién meromorfa de K¢pr
con exactamente un polo de orden —2, sigue que ¢; (Kgp: ) = —2 y no posee secciones
holomorfas (no idénticamente cero).

12.2 Ejemplo.” Formas diferenciales en toros. Para M = C/A un toro complejo,
en U; con coordenadas {z} podemés escribir las formas holomorfas como adz para
a € C. Dicha forma no posee ceros ni polos. Por lo que define una seccién holomorfa
de K¢y, y ademds este haz tiene clase de Chern cero. ‘

12.3 Proposicién. En M una superficie de género g > 1, las formas holomorfas
forman un espacio vectorial complejo de dimensidn g. : [}

Ver Brieskorn et al. pg. 630.

Finalmente describimos como aplicacién de la existencia de formas diferenciales holo-
morfas la construccién de la variedad Jacobiana.

Dada {w1, ..., wg} una base del espacio de formas diferenciales holomorfas de M, donde
M tiene género g > 1. El problema de hallar explicitamente las integrales [ w; es mas
f4cil de atacar cuando se considera el conjunto completo de integrales con lo que se
tiene una correspondencia: ‘

M - Ce

z = ( zzo wl,...,f:O wg) -

Dicha funcién no estd bien definida, pues depende de la trayectoria real uniendo zp ¥
z en M que se eliga para calcular las integrales. Es posible mostrar que los valores de
las integrales a lo largo de curvas cerradas en M; o ‘

A(M) ={<Awl,...,LQg> € C5 | y € Hy(X,Z) = 7%}

forman un subgrupo discreto de C8. Se define la variedad Jacobiana de M como
J(M) = Ce/A(M). Y se tiene una funcién holomorfa bien definida mediante las
anteriores integrales ) .

‘ p:M—JM),
llamada la funcidn de Abel-Jacobi. Dos problemas centrales de la teoria son:
* Dada M determinar explicitamente su variedad Jacobiana J(M).

* Describa su funcién de Abel-Jacobi.

12.4 Ejemplo. Es inmediato observar que para un toro C/ A, la variedad Jacobiana
asociada resulta ser el mismo toro, y la funcién de Abel-Jacobi es la identidad.
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Para una discusién més amplia de este problema con la integracién de funciones
algebraicas ver Gémez-Mont, los trabajos relacionados con la Jacobiana en Cornalba
el al. y naturalmente Griffiths et al. pag 333.

13. Interpretacién geométrica de la existencia de diferenciales cuadraticas
holomorfas.

Las secciones del haz X/ llamado el haz de diferenciales cuadréticas, son ficiles de
identificar definiendo dz? mediante la regla de transformacién (andlogamente a lo
explicado en la Seccién 2):

85(25)dz2 = si(; 0 87 (2))[D(5 0 ¢; ) (2:)] 72 d2E

o simplemente: v
dz} = [D(85 0 67 ) ()] 2da? .
Ver Strebel pdg. 16 para més detalles.

Primera interpretacién: Cada diferencial cuadrdtica holomorfa s en M, produce en
M — {ceros de s} coordenadas candnicas planas.

Basta considerar ¢; = [ /s;(2i)dz;, como antes.
M4s precisamente se tiene el siguiente resultado: -

13.1 Proposicién. Sea M una superﬁcze de Riemann compacta. Eziste una corre-
spondencza biyectiva entre

(1) Secciones holomorfas 1 del haz;le?jIz.
(2) Métricas Riemannianas planas en M° = M — {ceros de n}, tales que:

(i) Su holonomia w1 (M°) — O(2) es £Id., esto es, el transporte paralelo a lo
largo de curvas en M° preserva o invierte el sentido de los vectores.

(ii) Los ceros de n son puntos de dngulo cénico mm, param € N.

(3) M?O posee coordenadas canonicas planas. Esto es, funciones coordenadas {Ui, ¢:}
de MO tal que su cambio de coordenadas es ;o ¢; ' : z; — £z +cj; para cj; €
y con puntos cénicos de dngulo mm en los ceros de 1. . |

Ver Strebel.

Conviene aclarar que un punto de &ngulo cénico mm, es un punto que posee una
vecindad isométrica al vértice de un cono euclideano con el 4gulo indicado. Por ejem-
plo, pegando m copias de el medio plano euclideano {(z,y) € R? | y > 0}, por sus
fronteras mediante isometrias. La parte positiva del eje  en una copia se pega con
la parte negativa del eje = en otra, y asi sucesivamente. Formando una superficie
homeomorfa a un disco topoldgico.
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13.2 Ejemplo. Observemos que si s = {s;(z;)dz;} forman una seccion holomorfa de
Kar entonces {s?(z;)dz?} forman una seccién holomorfa s®s de K$?. En consecuencia
c1(K$?) es el doble de la clase de Chern del haz canénico. La esfera de Riemann no
posee diferenciales cuadraticas holomorfas, pero una superficie M compacta de género
g > 0 si las posee. Por lo anterior los ejemplos de formas diferenciales holomorfas en
la seccién 11, producen ejemplos de diferenciales cuadraticas holomorfas.

La relevancia de las diferenciales cuadraticas holomorfas proviene de la siguiente apli-
cacién.

Segunda interpretacién: Las diferenciales cuadrdticas holomorfas permiten construir
el espacio de estructuras holomorfas en una superficie orientable Myop de género g >
2.

Considerando la parte (3) en el anterior resultado, dada M y 1 es posible definir
en M una foliacién horizontal (singular): dada por la imagen inversa de las curvas
reales horizontales en C bajo las coordenadas candnicas planas ¢; asociadas a 7.
Dicha foliacién puede estirarse en el pardmetro horizontal por niimeros reales positivos
AeRF.

Esto es, los cambios de coordenadas originales z; — =%z; + ¢j; son substituidos por
otros nuevos de la forma z; + Az; ++/—1y; +¢ji, con A fija. Ello cambia la estructura
compleja de M. Esto es para distintos valores de X se obtienen distintas superficies
de Riemann. Estos cambios Ay se conocen como deformaciones de Teichmiiller, ver
Abikoff pag. 29.

13.3 Teorema. Sean M; .y Ms dos estructuras de superficie de Riemann compactas
en Myop de género g > 2. Entonces, existe una diferencial cuadrdtica holomorfa n en
M; y un factor de dilatacién X tal que A es precisamente la estructura compleja en
M. ' . ' O

- Ver Abikoff pag. 16.

Recordando que el espacio de estructuras de superficies de Riemann en una superficie
topoldgica compacta orientable M;,, de género g > 2, es de. dimensién compleja 3g—3.
Un resultado primeramente formulado por B. Riemann, ver Griffiths et al. pag. 256.
Sigue que esa misma debe ser la dimensién esperada para el espacio vectorial de las
diferenciales cuadraticas holomorfas. '

14. Resumen.

Ordenamos la informacién para superficies de Riemann compactas en la siguiente
tabla (aunque solo hemos dado algunas evidencias, el lector podré. hallar pruebas
completas en las referencias): /
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M es la esfera,| M es un toro,|M es de género g,
g=0. g=1. g>2.
C1 (OM) 0 0 0
dimcH® (M, Oxr) 1 1 1
e (Tar) 2 0 2—2¢g
dim¢cHO (M, Tur) 3 1 0
c1(Kar) -2 0 2g — 2
dim(cHO(M, /CM) 0 1 g
a (K7 —4 0 4g — 4
dimcHO(M,KS7 0 1 3g—3

Finalmente, podemos decir que:

Mucha de la informacidn geométrica de una superficie de-Riemann puede leerse en
las secciones holomorfas (o meromorfas) de sus haces lineales.
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