Las teorias de Gauge

Leticia Brambila Paz* Jesis Mucifio Raymundo'

Introduccién

En la antigiiedad se consideraba que toda la ma-
teria del universo estaba compuesta por cuatro
elementos basicos: tierra, aire, fuego y agua.
Realmente no era la tnica teorfa, pero si la mas
aceptada. También se aceptaba que habia cier-
tas interacciones o fuerzas en la naturaleza que
actiian entre los elementos.

En la actualidad, nuestras ideas al respecto han
cambiado y aceptamos que toda materia esta for-
mada. por particulas elementales o subatémicas.
La pregunta ahora es: jcudles son todas las
particulas elementales? Esto es, jcuéles son los
ladrillos basicos con los que todas las cosas estan
hechas y cudl es la interaccién entre ellos?

Hoy en dia se considera que en la naturaleza
actian cuatro fuerzas o interacciones bésicas: la
fuerza de la gravitacién, la fuerza del electro-
magnetismo, la fuerza nuclear débil y la fuerza
nuclear fuerte. A las dos primeras las cono-
cemos intuitivamente, y las dos iltimas mas
dificiles de observar, intervienen en las interac-
ciones de las particulas elementales, su alcance
es apenas del didmetro del nicleo atomico. La
fuerza nuclear fuerte mantiene unidos a los pro-
tones y neutrones, mientras que la fuerza nuclear
débil interviene en la desintegracién de ciertas
particulas. Realmente las cuatro fuerzas intervie-
nen en las interacciones de las particulas elemen-
tales, aunque con distintos grados de importan-
cia. La fuerza gravitacional, usualmente, se su-
prime en estos procesos, pues es mucho mas débil
que las otras tres. Sin embargo, la fuerza elec-
tromagnética no se puede despreciar, porque de
hecho ésta es mas intensa que la fuerza débil.

Lo ideal seria tener una teoria que unificara
las fuerzas existentes en la naturaleza. Esto es,
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que las cuatro fuerzas sean manifestaciones de un
mismo fenémeno. Expliquemos con un ejemplo.
Consideremos el juego de la ruleta, si como los
observadores s6lo vemos la pelotita de 1a ruleta en
uno de los 37 casilleros de la ruleta, pensariamos
que puede haber 37 tipos diferentes de pelotitas.
Sin embargo, si observamos la ruleta desde que
empieza a girar podemos saber que es la misma
pelotita que por distintos efectos puede caer en
cualquiera de los 37 lugares.

En este sentido, se busca crear un modelo
donde las cuatro fuerzas de la naturaleza sean
manifestaciones de un mismo fenémeno. Esto es,
un modelo -donde haya un sélo tipo de fuerza
actuando en ellas y que bajo ciertas condiciones
permita recuperar las fuerzas conocidas. Para
esto se requiere una teoria central umica que
incorpore todas las fuerzas conocidas y establezca
las conexiones entre los distintos tipos de fuerzas
sin perder su diversidad. Esto permitird una
mayor comprensién de cémo estd constituido el
universo. La construccién de tal teoria es lo que
en fisica se conoce como el problema del campo
unificado [6,7]. Recordemos brevemente algunos
aspectos histéricos sobre este problema.

Durante el periodo anterior al siglo XIX, se
consideraban el campo eléctrico y magnético
como distintos. A principios del siglo XIX A. Am-
pere y M. Faraday, entre otros, realizaron expe-
rimentos donde demostraban que estos campos
estaban relacionados. En 1868 J. Maxwell des-
arrollé una teoria para unificar los campos, en
el sentido de que ambos son una manifestacién
del mismo fendmeno: una carga eléctrica esta ro-
deada por un campo eléctrico que se extiende infi-
nitamente, y el movimiento de una carga eléctrica
da origen a un campo magnético, éste también se
extiende infinitamente. En este sentido Maxwell
inicié Jo que mds tarde se llamardn Teorias de
Gauge o Teorias de Norma. H. Weyl, en 1920 pre-
sentd una teorfa para combinar el electromagne-
tismo y la teoria de la relatividad. C. Yang y Mills
en 1954, lograron expresar relaciones subyacentes
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entre estas fuerzas como estructuras mas abstrac-
tas, lo que para los matemdticos son conexiones
en fibrados. Las teorias de gauge, como tal, se em-
pezaron a desarrollar en los afios cincuentas con
el trabajo de Yang y Mills. Esta teoria llamada de
Yang-Mills empieza como un modelo de las inte-
racciones fuertes. Sin embargo, sus aplicaciones
a las interacciones de las fuerzas débiles hacen
que S. Weinberg, A. Salam, J. Ward y Glashow
(en 1967) definan un nuevo modelo. Este abarcé
tanto la fuerza nuclear débil como la del electro-
magnetismo, pero no la fuerza nuclear fuerte.

Cabe sefialar que ha habido otros intentos de
unificar las cuatro fuerzas de la naturaleza, como
las teorias de Kaluza-Klein y las de supersimetria
y supergravedad. Sin embargo, aqui sélo nos
ocuparemos de las teorias de gauge [6,9].

A través de la historia de la matematica y la
fisica vemos ejemplos en donde los problemas
fisicos han servido de estimulo al pensamiento
matematico. I. Newton crea el célculo integral
para formular la ley de la gravitacién para cuer-
pos no puntuales. En la actualidad los modelos
abstractos matematicos se siguen basando, aun-
que algunas veces de modo remoto, en esque-
mas reales que presenta el universo. Una teoria
creada por los matemdticos para tratar cuestio-
nes -propias resulta ser muchas veces lo que los
fisicos necesitaban para su analisis y prediccio-
nes de la naturaleza. Por ejemplo, el desarrollo
del calculo tensorial y la geometria riemanniana
sirvieron para la formulacién de la teoria general
de relatividad.

Recientemente los fisicos que estudian las fuer-
zas de la naturaleza, en particular los campos de
la mecdnica cuantica que intervienen en las inte-
racciones de las particulas elementales, estan uti-
lizando conceptos matemadticos conocidos desde
el siglo pasado, como son: la teoria de fibrados
vectoriales, conexiones, curvatura, etc., para en-
tender mejor el comportamiento de las particulas
elementales. A mediados de este siglo, E. Cartan,
C. Ehresmann, A. Grothendieck, entre otros, for-
malizan estos conceptos de manera rigurosa. Lo
interesante es que ahora estos temas estdn ju-
gando un papel esencial en la descripcién de las
leyes basicas de la naturaleza. Estos objetos abs-
tractos son los conceptos que Yang y Mills utili-
zaron en sus teorias para relacionar las fuerzas.

Las teorias de gauge forman actualmente una
corriente importante de investigacién, tanto en
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fisica como en matematicas. En este trabajo que-
remos hacer una breve descripcién de dichas
teorias, mostrando a grandes rasgos sus elemen-
tos e ideas. También daremos algunos resulta-
dos que se obtienen a partir de estas teorias, en
fisica y en matemadticas. En la seccién 2 explica-
remos ciertos conceptos mateméticos utilizados
por los fisicos para la unificacién de las fuerzas.
En la seccién 3 veremos cémo pueden ser ata-
cados problemas particulares mediante el princi-
pio de accién minima y daremos algunos ejem-
plos aplicacién de las teorias de gauge en fisica y
matemiticas. En la seccién 4 trataremos de re-
sumir algunos de los resultados mas importantes
obtenidos en matemadticas mediante las teorias de
gauge en los dltimos afios.

Descripcién de la teoria de fibrados y
particulas

En esta seccién describiremos brevemente los
objetos matematicos utilizados en las teorias
de gauge. Entre paréntesis y con letras itdlicas
sefialaremos los conceptos formales. Nuestro tra-
tamiento es muy simplista (un tratamiento rigu-
roso de todos estos conceptos, desde el punto de
vista fisico y matematico puede hallarse en [1,4]).

Sentimos especial interés en modelar particu- -
las,(matematicamente estas particulas las inter-
pretamos como puntos en un espacio ambiente
M). El nimero de grados de libertad con que se
mueven las particulas se llama: dimensién del es-
pacio. Por ejemplo, una particula en el mundo
real estd en un espacio de dimensién cuatro, las
tres dimensiones usuales y el tiempo. Usaremos
como espacio M una variedad diferenciable real o
compleja, esto es, un espacio que localmente se
parece a R" o C”.

Supongamos que estamos interesados en al-
guna “propiedad interna” especifica de las par-
ticulas; por ejemplo queremos estudiar la veloci-
dad o la energia cinética o el spin. Para esto, a
cada particula p en M le asignamos un valor v(p)
que mide la propiedad interna en la cual estamos
interesados. Supongamos, por simplicidad, que el
valor v(p) es un elemento de un espacio vectorial
V (esto es, v(p) esta en un espacio donde pode-
mos sumar dos valores y multiplicar los valores
por un nimero real o complejo). El espacio vec-
torial V donde se van a representar los valores de
una particula p, se llama la fibra de p y se denota
por V5.
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Para visualizar lo anterior pondremos sobre
cada punto de M una copia del espacio vectorial
V. Tenemos entonces una coleccién de espacios
vectoriales E = {V,, : p € M}, a esta coleccién
la llamamos un haz vectorial. Cada elemento r
.de Vj, en el fibrado E representa dos datos: la
posicién p de la particula en M y el valor vp) de
su propiedad interna, esto es, r representa una
pareja (p, v(p)). A la funcién natural 7 : E — M
definida como 7{r) = p se le llama proyeccién
del haz vectorial E. En general, un haz vectorial
E de rango n sobre una variedad M es una
familia {V, : p € M} de espacios vectoriales de
dimensién n parametrizados por los puntos p en

M.

Ejemplo. Supongamos que de cada particula
de M lo tnico que nos interesa es la velocidad
que tiene en cierto punto de su recorrido por M.
Entonces el espacio vectorial que le asociamos a
una particula p, a saber: la fibra, es el espacio
T, M de vectores tangentes a M en el punto p. En
este caso el haz vectorial se llama el haz tangente.

Algunas veces es util considerar también los
cambios de marco de referencia en la forma
de medir la propiedad interna. Consideraremos
el conjunto de transformaciones admisibles que
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actian en el haz E, preservando las fibras del
haz. A este conjunto se le conoce como el grupo
estructural de E y lo denotaremos por G.

Por ejemplo, si V es de dimensidn dos y quere-
mos medir dngulos en cada fibra V}, en principio
no hay un marco de referencia privilegiado. Si dos
observadores del fendmeno tienen forma de hacer
la medicidn, ésta podra diferir a lo mds por una
transformacién admisible, esto es, una transfor-
macién en el grupo G.

Tenemos ahora una particula p en M y
supongamos que se mueve a lo largo de una curva
C en M. Conforme la particula se mueve en C
puede suceder que los valores de su propiedad
interna v(p) cambien. Este cambio describe una
curva C en el haz E llamada el levantamiento
de C. Este cambio estd dado por las pareja
de posicién de la particula y los valores de su
propiedad interna en esas posiciones.

Para describir cémo cambia la propiedad in-
terna debemos ser capaces de describir el com-
portamiento de todas las posibles particulas que
se mueven en M a lo largo de curvas C y to-
dos sus posibles estados internos. Esto- es, para
cualquier curva C en M tenemos que describir la
infinidad de curvas en el haz E, que sean posibles
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levantamientos de C. Para describir cémo cam-
bia la propiedad interna, introducimos lo que en
matematicas se llama una conexién y en fisica el
potencial.

Imaginemos de momento que nuestro espacio

ambiente es un plano de dimensién dos con la
geometria usual, esto es, el espacio euclidiano
M = R?. Supongamos que la propiedad interna
toma valores en los mimeros reales R'. Entonces
el haz fibrado vectorial es E = R® = {(p,v) €
R3}, donde p estd en R? y v estd en R!. Una
conexién en E serd una coleccién de planos
asociados al haz vectorial E de la siguiente
_manera:

1. Para cada punto (p,v) en las fibras V, hay
un plano Q. de dimensién igual a la de
M.

2. Cada plano Qp ) intersecta a la fibra V, en
un sélo punto.

3. Al “mover un poco” el punto p en M varia,
“a lo mas un poco”, la inclinacién de los
planos {Q,,)} (al decir “un poco” nos
referimos a un cambio diferenciable).

4. Si aplicamos una transformacién de GakFE
entonces la coleccién de planos permanece
invariante (esto es, tales transformaciones
envian planos de la coleccién en planos de
la coleccién).

Una conexién la denotamos por w = {Qp,0)}-
Para una definicién rigurosa de conexién ver [1,8].

Supongamos que una particula p en M recorre
el espacio ambiente a lo largo de una curva C.
También supongamos que en el punto inicial el
valor de su propiedad interna es v(p). Dada una
conexién w = {Q(p,v)} definimos el levantamiento
C como la tnica curva en E tal que satisface las
siguientes condiciones:

1. Pasa por el punto v(p) en E.

2. Al considerar la proyeccién 7 : E — M se
tiene que 7(C) = C.

3. Los vectores tangentes de C estan siempre
contenidos en los planos Q(;,,) dados por w.
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Nétese que al variar el valor de la propiedad
interna, el levantamiento que describe puede
“cambiar de altura” de C en E.

En la siguiente figura representaremos levan-
tamientos de una curva cerrada y de rectas en el
plano que pasan por el origen, asi como de planos
que representan a la conexién w.

Si conocemos como se mueve la particula en M
y conocemos el valor de su propiedad interna en
un punto, una conexién w nos permitird describir
el comportamiento de la propiedad interna y su
valor para cualquier movimiento de la particula
en alguna curva.

Ejemplo. Sea E = R3 como antes y la conexién
w como la figura 3. Observemos que para esta
conexién, una particula que se mueve en circulos
con centro en el origen, tiene como levantamien-
tos curvas espirales. Esto nos dice que su propie-
dad interna siempre esta cambiando. Observemos
también que, en este caso, el levantamiento de
una curva cerrada en M no es siempre una curva
cerrada en E. (Si consideramos que una particula
viaja por una recta que pasa por €l origen, enton-
ces se tiene el levantamiento a una recta de altura
constante).

Decimos que una conexién es globalmente
plana si cualquier levantamiento de una curva
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cerrada en M es siempre una curva cerrada en
E. En nuestro ejemplo anterior, la conexién w
no es globalmente plana. Si en el caso anterior
elegimos como planos de la conexién los planos
horizontales en R® entonces tendriamos una
conexidn globalmente plana. De hecho, existe una
forma de medir qué tanto una conexién deja de
ser globalmente plana. Esta medida es conocida
como la curvatura de la conerién. La curvatura
es una dos-forma diferencial en M con valores en
el dlgebra de Lie de G. Denotamos a la curvatura
de una conexién w por F,, y si la conexién es
globalmente plana decimos que su curvatura es
cero.

Quisiéramos que estas construcciones resulta-
ran invariantes bajos ciertos cambios de coorde-
nadas (en general, un cambio de coordenadas en
E sera una funcién diferenciable de E en E con
inversa diferenciable). Dadas, las propiedades que
se quieren estudiar, el tipo de cambios de coor-
denadas que nos interesa es el de cambios de co-
ordenadas que dejan invariantes las fibras ¥}, de
E y conmutan con las transformaciones de G en
E. Estas son conocidas como iransformaciones
de gauge. Forman un grupo bajo la composicién
denotada por G(E).

El grupo de gauge actia en el espacio de
conexiones. Si una conexién tiene curvatura cero,
entonces sus transformadas bajo el grupo de
gauge también tienen curvatura cero. Esto es que
la propiedad de una conexién tenga curvatura
cero es una propiedad invariante bajo el grupo
de gauge.

Este grupo de transformaciones G(F) juega en
el estudio de la teoria de los fibrados vectoriales
un papel similar al que juegan los .grupos de iso-
metrias en el estudio de la geometria euclidiana.
El nombre “gauge” viene del inglés y se puede
traducir como escala o calibre. Podemos justificar
su nombre diciendo que debemos entender estas
transformaciones que no cambian esencialmente
el calibre o la escala o la norma con la cual me-
dimos la propiedad interna en E.

Decimos que las teorias de gauge son el estudio
de las propiedades de los haces vectoriales E,
o bien sus objetos asociados, como conexiones,
curvaturas, etcétera, tales que no cambian bajo
transformaciones de gauge.
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Invariantes del grupo de gauge

En esta seccién veremos cémo son utilizadas las
teorias de gauge en fisica. Primero, veamos que
desde el punto de vista de matemadticas se tienen
los siguientes elementos:

a) Una variedad M diferenciable.  Real o
compleja (en general se pide una variedad
C* riemanniana o pseudo-riemanniana).

b) Un grupo G (por lo general se pedird un
grupo de Lie compacto). '

c) Un haz vectorial E sobre M tal que G puede
ser visto como un grupo de transformaciones
en E.

d) El grupo gauge G(£) asociado a E (es-
generalmente un grupo de Lie de dimensién
infinita). '

f) Una conexién w del haz. El espacio de todas

 las conexiones en E lo denotamos por A(E)
(generalmente es un -espacio de dimensién
infinita).

Dados estos ingredientes, en matemadticas, uno
se puede hacer preguntas topoldgicas, algebrai--
cas, geométricas, etcétera. Por ejemplo:

(Cuantos haces vectoriales distintos pueden
construirse sobre una variedad M ?

;Cuéando un haz vectorial admite una conexién
de curvatura cero?

. Es posible conocer todas las conexiones de un
haz, salvo equivalencia bajo transformaciones de
gauge?

¢Qué diferencias hay entre dos conexiones que
tienen curvatura cero?

En fisica, con estos ingredientes uno puede
hacerse las siguientes preguntas:

De entre todas las posibles conexiones en A(E)
sobre un haz vectorial E, ;cudles son aquéllas que
modelan la naturaleza y cémo hallarlas?

Para plantear correctamente este problema
debemos, primero, aceptar que dos conexiones en
A(E) estan relacionadas bajo una transformacién
de gauge, si representan los mismos campos de

“particulas y potenciales. Desde el punto de vista

de las teorias de gauge, tales conexiones son
indistinguibles, ya que en las teorias de gauge
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se identifican aquellas que estén relacionadas por
transformaciones de gauge.

El problema de buscar aquellas conexiones
que modelan la naturaleza, podemos plantearlo
ahora usando el principio de accién minima. El
principio de accién minima nos dice que hay
ciertas cantidades asociadas a muchos fenémenos
en la naturaleza, éstos se llevan a cabo de
tal forma que esas cantidades toman valores
minimos. Por ejemplo, se acepta que un rayo
de luz atraviesa el universo por trayectorias de
longitud minima, o bien, el area formada por
una pelicula de jabdn que encierra un volumen
de aire, es €l minimo posible.

Utilizando teorias de gauge se ha visto que cier-
tas ecuaciones que aparecen en forma natural,
por ejemplo en termodinadmica, superconductivi-
dad, teoria de relatividad, etcétera, se pueden ex-
presar como condiciones necesarias y suficientes
para minimizar cierta funcional.

Para explicar mejor el principio de accién
minima en teorias de gauge llevaremos a cabo
el siguiente esquema, al cual lo llamaremos el
esquema A:

Esquema A:

i) Definir una funcional en el espacio de las
conexiones A(E). Esto es, una funcién que a
cada conexién le asocie un ntimero real. Esta
funcién intuitivamente mide la cantidad que
deseamos minimizar. En ciertos casos a la
funcional se le llama “el Lagrangiano”.

ii) Requerir que la funcional sea invariante bajo
el grupo gauge. Esto es, si dos conexiones
estan relacionadas bajo una transformacién
de gauge entonces la funcional les debe
asociar el mismo ndmero real.

iii) Dar condiciones para obtener las conexio-
nes en las cuales la funcional toma valores
minimos (o en general los llamados puntos
criticos). Este problema, en general, se tra-
duce en sistemas de ecuaciones diferenciales
cuyas soluciones son las conexiones busca-
das. En mecéanica clasica, por ejemplo, las
ecuaciones que aparecen se llaman las ecua-
ciones de Euler-Lagrange.

iv) Probar la existencia de conexiones que sean
puntos criticos de la funcional.
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v) Generalmente, si las soluciones existen, son
una infinidad y es deseable contarlas o
parametrizarlas mediante un conjunto de
parametros.

El conjunto de pardmetros para las soluciones
recibe el nombre de espacio moduli de soluciones.
El espacio moduli depende del problema particu-
lar. La importancia de tener un espacio moduli es
que ahi vamos a tener toda la informacién sobre
las soluciones. ;Cudndo una solucidn esta cercana
a otra?, ;cuando se puede deformar una en otra?;
etcétera.

La variedad o espacio ambiente M, el grupo
estructural G y el haz E generalmente estan de-
terminados tnicamente por el problema que se
desea estudiar. Por ejemplo, si estamos interesa-
dos en gravitacién M serd una variedad pseudo-
riemanniana de dimensién cuatro. Si se conside-
ran las fuerzas del electromagnetismo, el grupo
estructural serd U(1) (formado por los niimeros
complejos de norma uno, que geométricamente
forman un circulo). Si se considera la fuerza nu-
clear débil, el grupo de simetrias serd SU(2).
Si consideramos conjuntamente la fuerza nuclear
débil y la del electromagnetismo el grupo estruc-
tural seré el grupo (no-abeliano) U(2), etcétera.

Dados M y G podemos ver que lo més im-
portante para hacer trabajar el esquema A es
la eleccién de la funcional. Naturalmente el pro-
blema en el que estamos interesados nos debera
sugerir qué funcional usar. Veamos algunos ejem-
plos de cémo trabajan estas ideas.

Ejemplo 1. El electromagnetismo como
una teoria de gauge

Consideremos el caso particular de la teoria del
electromagnetismo. Desde el siglo pasado Lorenz
y Maxwell consideraron el espacio-tiempo con
cierta estructura. Poincaré, Einstein y Minkowski
consideraron el espacio tiempo como R3! con una
estructura, métrica pseudo-riemanniana. Este
sera nuestro espacio ambiente M. Consideramos
el haz trivial E =R®'xR? con grupo estructural
U(1). Una conexién w en este caso se llama el
potencial electromagnético. La curvatura de w
estd dada por la derivada exterior dw = F,. En
este caso representa el campo electromagnético.
La funcional sera

L:M(w) = 1/2/M(Fw7Fw))
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donde (F,, F,) es el producto escalar de formas
diferenciables en M (ver [4]).

La condicién para obtener valores minimos de
la funcional LM, se reduce precisamente de las
ecuaciones de Maxwell

dw =0, éw = 0.

donde § = *d* es la codiferencial en M y * es el
operador de Hodge (ver [1,10]).

De hecho, estas ecuaciones son también inva-
riantes bajo isometrias lineales de R!. El grupo
de estas isometrias se llama el grupo de Lo-
rentz de las isometrias lineales. (Realmente estas
transformaciones son invariantes bajo transfor-
maciones mds generales y son llamadas las llama-
das transformaciones conformes). Se podria decir
que Lorentz fue el primero en observar ciertos
fenémenos en fisica que son invariantes bajo un
grupo. Por lo general, estos grupos seran grupos
de simetria.

Ejemplo 2. Las teorias de Yang-Mills

En los afios setenta, A. Salam, J. C. Ward,
S. Weinberg y Glashow [10], definen un nuevo
modelo en donde se abarcara tanto la fuerza
nuclear débil como la del electromagnetismo.
Analizaremos este caso siguiendo el esquema A,
pero desde un punto de vista mds cercano a las
matematicas.

Dada una variedad M, un grupo G y el haz
E, definimos la funcional de Yang-Mills de la
siguilente manera:

YM(w) —_-k/Mann

donde ||F,|| es la nomal usual para las formas
diferenciales en el haz y k es una constante que
depende del grupo G.

Podemos preguntarnos, de entre todas las co-
nexiones en E ;cuales son de curvatura minima?
No todo haz fibrado F admite una conexién de
curvatura cero, el haz tangente de una esfera
de dimensién dos es un ejemplo. La conexién se
llama en este caso el potencial y la funcional,
fisicamente, representa una fuerza. Los minimos
de esta funcional seran las conexiones con menor
curvatura sobre M. Por lo que buscar los minimos
de la funcional es lo mismo que buscar “los po-
tenciales de menor fuerza global”. Se puede ver
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que la funcional de Yang-Mills es invariante bajo
transformaciones de gauge.

Los puntos criticos de esta funcional serén
llamados conexiones (o potenciales) de Yang-
Mills, y la curvatura F,, el campo de Yang-Mills.

En la siguiente figura representaremos la grafi-
ca de una funcional. La parte marcada representa
los puntos correspondientes a la minimal.

M
t

 A[E]

Las condiciones para obtener los valores mini-
mos de la funcional de Yang-Mills se reducen a
la siguiente ecuacidén

DF, =0,

donde D7, es un operador asoc¢iado a la derivada
covariante de conexién. Estas ecuaciones se lla-
man las ecuaciones de Yang-Mills.

En particular, si M es de dimensién 4 y
G = SU(2), las conexiones donde la funcional
de Yang-Mills toma valores minimos se llaman
instantones o anti-instantones. Desde fines de los
ahos setenta M. Atiyah, N. Hitchin, I. Singer
y Y. Main (entre otros) mostraron que existen
instantones para familias muy amplias de varie-
dades M. También calcularon la dimensién del
espacio de parametros de instantones, es decir,
la dimensién del espacio de moduli. Por ejem-
plo, para una variedad orientable, simplemente
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conexa, de dimensién cuatro, la dimensién del
espacio de moduli es cinco.

Siguiendo esta linea se tienen otras funcionales,
como seria la de Yang-Mills-Higgs. En este caso,

las ecuaciones obtenidas son llamadas ecuaciones ..

de vértices [4].

Las teorias de Yang-Mills tienen muchas apli-
caciones en fisica y matemdticas, independiente-
mente de la dimensidén de la variedad. La cons-
truccién tedrica de monopolos magnéticos, la ho-
mologia de Floer, etcétera. Sin embargo, la di-
‘mensién de M en la mayoria de las teorias fisicas
que usan espacio-tiempo es cuatro (aunque hay
teorias en donde se supone que la dimensién es
mayor, por ejemplo, las teorias de Kaluza-klein).

El valor minimo para la funcional de Yang-

Mills es siempre mayor o igual a un nimero .

que depende de la forma en donde E esta tor-
cido topolégicamente. Estos niimeros se llaman
ntimeros caracteristicos o clases caracteristicas en
matematicas, mientras en fisica se les llama car-
gas topoldgicas. Las ecuaciones de Yang-Mills son
invariantes bajo transformaciones de M que pre-
servan angulos, esto es, son invariantes confor-
mes. En particular, la curvatura se puede dividir
en dos partes y se dan las ecuaciones llamadas de
autodualidad

~ Se sabe que sobre una variedad, orientable,
simplemente coneza de la dimensidn cuatro, una
conexién sobre un haz con clase caracteristica
positiva, es instantén si y sélo si cumple con la
ecuacién de autodualidad.

Algunos problemas matemdticos resueltos
mediante teorias de gauge

Uno de los aspectos sorprendentes de todas es-
tas ideas ha sido que algunas resultados en ma-
tematicas, han traido consecuencias inesperadas
en otras.

Uno de los problemas principales en varias ra-
mas de matemadticas, es el problema de clasifi-
cacidén de ciertos objetos. Se considera una co-
leccién de objetos y una relacién de equivalen-
cia entre los objetos. El problema de clasificacién
consiste en dar una descripcidén del conjunto de
las clases de equivalencia de los objetos. Por lo
general, para solucionar el problema se conside-
ran, primero ciertos invariantes asociados, como
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seria la dimensién, el grado, el género, etcétera.
Esto permite dividir el problema en un conjunto
numerable de subconjutos.

Por ejemplo, en topologia se tienen los obje-
tos llamados variedades topolégicas a las cuales
nos hemos referido (toda variedad diferenciable
es una variedad topoldgica). Decimos que dos va-
riables son topolégicamente equivalentes si existe
una funcién continua entre ellas, de tal manera
que la inversa existe y es continua también. El
invariante considerado aqui es la dimensién de
la variedad. Los subconjuntos estudiosos son los
formados por clases de equivalencia de variedades
de una dimensién fija.

En topologia diferencial o geometria analitica
se puede considerar también el problema de cla-
sificacién considerando ahora variedades diferen-
ciables u holomorfas; esto es, variedades en las
que las funciones involucradas son diferenciables
u holomorfas. Cada problema es distinto, asi
como su solucién.

Por ejemplo, se sabe que hay variedades dife-
renciables de dimensién siete no equivalentes dife-
renciablemente entre si, pero si topolégicamente
equivalentes (de hecho esas variedades son to-
polégicamente como la esfera de dimensidn siete
en el espacio euclidiano R®). Para variedades to-
polégicas compactas el problema de clasificacién
es conocido para dimensiones uno y dos. Para di-
mension tres el conocimiento actual es muy res-
tringido. En este caso, se imponen més condicio-
nes sobre las variedades para simplificar el pro-
blema, por ejemplo, que sea compacta, conexa, -
simplemente conexa, orientable, etcétera.

Poincaré a principios de este siglo conjeturd
que la tnica variedad topoldgica de dimensién
tres, compacta, conexa y simplemente conexa es
la esfera de dimensidn tres. Muchos matematicos
han tratado de demostrar esta conjetura y se han
establecido muchas equivalencias. Sin embargo,
la respuesta a esta pregunta es atin desconocida.

La pregunta andloga para la dimensién cuatro
ha sido respondida en forma negativa. M. Fre-
edmann en 1982 ha dado una clasificacién de 4-
variedades topoldgicas simplemente conexas. Tal
lista naturalmente contiene a la esfera de di-
mensién cuatro. También ha mostrado que exis-
ten variedades topoldgicas de dimensién cuatro
que no pueden ser vareidades diferenciables. Un
problema en esta direccién es traducir la clasifi-
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cacién de Freedmann (topoldgica) para varieda-
des diferenciables.

Ahora veamos que podemos obtener resultados
en los problemas de clasificacién de variedades di-
ferenciables, usando espacios moduli de instanto-
nes. Cuando se estudian los espacios euclidianos
R™, se determinan cudles son las funciones di-
ferenciables y con estas funciones se hace cierto

tipo de célculo diferencial e integral al cual lla-

mamos: célculo usual. En este caso, decimos que
R” tiene la estructura diferencial usual y lo lla-

maremos R™-usual. Una pregunta que siempre ha

surgido es si se puede hacer otro tipo de calculo
diferencial e integral en R™ distinto del usual. La
pregunta se traduce a que si se le puede dar a R”
una estructura diferenciable distinta de la usual.

Si R™ tiene una estructura diferencial distinta
de la usual decimos que tiene una estructrura
exética y serd llamada R™-exético. También se
quiere saber cuantas estructuras exoéticas hay.

S. Donaldson, R. Kirby y M. Freedman demos-
traron en 1985 que existen exdticos si y sélo si
n = 4. De hecho demuestran que hay una infini-
dad de ellos, no diferenciablemente equivalentes
entre si. Queda abierto el problema de clasificar
todos los posibles R*-exéticos.

Para demostrar el teorema, Donaldson, Kir-
by y Freedman utilizan el espacio moduli de
instantones. Y trabajan sobre una variedad M de
dimensién cuatro un haz vectorial E con grupo
estructural SU(2), con clase caracteristica uno y
la funcional de Yang-Mills [3].

Un problema que queda abierto es interpre-
tar los espacios moduli cuando las clases carac-
teristicas del haz son distintas de uno, o bien para

otras funcionales. Otro de los problemas que sur- -

gen ahora es: deteminar cual de todas las es-
tructuras exéticas en R* es la que da una mejor
interpretacién del mundo fisico.

Veremos ahora otro aspecto donde las teorias
de gauge han influenciado en el desarrollo de las
matemadticas puras. En geometria algebraica se
tienen los objetos llamados haces holomorfos so-
bre una variedad holomorfa (son haces vectoriales
donde las funciones que intervienen en su cons-
truccién son holomorfas). El problema de clasifi-
car estos objetos, cuando la variedad M es una
superficie de Riemann, fue resuelto por M. Nara-
simhan y C. Seshadri en 1965. Estos demostraron
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que si se consideran cierto tipo de haces, los lla-
mados haces estables, entonces existe un espacio

. moduli para ellos.

Cuando consideramos la funcional de Yang-
Mills consideramos un haz vectorial E sobre una
variedad M. Las condiciones para obtener los
valores minimos de la funcional nos llevan a las
ecuaciones de Yang-Mills. Cuando la variedad
M satisface ciertas condiciones, esto es, que sea
Kahler y compacta, K. Uhlembeck y- S. Yau
en 1983 demostraron que el tener una solucién
de las ecuaciones de Yang-Mills es equivalente
a que el haz E sea holomorfo y que tenga
una métrica riemanniana especial: la métrica
de Yang-Mills o Einstein-Hermitiana. También
demostraron que existe esta métrica si y sélo
si el haz es estable y construyeron el espacio
moduli para haces estables. Utilizando estas
equivalencias Donaldson, en 1985, generaliza
estos resultados para variedades algebraicas [3].

Para finalizar, debemos hacer notar que las
teorias de gauge no constituyen (al menos hoy
en dia) una solucién al problema del campo
unificado, pero han permitido solucionar muchos
problemas en fisica y matemadticas; dando origen
a nuevas corrientes de investigacién en ambas
ciencias. '
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