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EL TEOREMA DE VINOGRADOV
SOBRE
LA CONJETURA DE GOLDBACH

§1. Introduccion.

La conjetura de que todo entero impar mayor o igual que 9 es la
suma de tres niimeros primos se conoce como la conjetura ternaria de
Goldbach o la conjetura débil de Goldbach. En 1937, I.M. Vinogradov
probo6 que todo ntimero entero impar suficientemente grande se puede
representar como la suma de tres niimeros primos. En el 2002 Ming-
Chit Liu y Tianze Wang probaron que un entero impar mayor que
101347 es suma de tres primos. Por otro lado, J. Richstein ha verificado
que la conjetura ternaria de Goldbach se cumple para todo ntmero

entero impar mayor que 4 x 104,

§2. Los Arcos Mayores y Menores.

Sea a € R y sea N un ntimero natural. Sea

Fla) = Z e(pa)logp en donde e(z) := e*™,
p<N

Se cumple entonces que

1
R(N) := /Fg(a) e(—Na)da = Z log p1 log p2 log ps.
0 p1+pa+p3=N

Queremos probar que
R(N) > 0
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se cumple para todo N suficientemente grande. Para este fin, se divide
la integral que define a R(NN) en dos partes

R(N) = {/M+/m}F3(a) e(—Na) da

en donde M es el asi llamado conjunto de arcos mayores y m el conjunto
de arcos menores, que definimos a continuacién. Sea B > 0 y sea

Q = log? N.
Sea 1< ¢g<Qyseal<a<qtal que (a,q) =1. Sea

M(q,a) = {ae 0,1] : |a—g\ g%}

Lema 1. Los arcos mayores M(q, a) son disjuntos dos a dos siempre
que N sea suficientemente grande.

Demostraciéon. Supongamos que

a ,a
a € M(g,a) " M(q', a’) y que p e v
Entonces 1 < |ag’ — d/q| y por lo tanto
1 1 /7 / / 2
oL _led—ddq _ o e A e 2Q
Q aq aq qa q q q N

Por lo tanto
N < 2@ = 2(log N)*”,

lo cual es imposible siempre que n sea suficientemente grande. B
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Definicién 2. El conjunto de arcos mayores es

Q q
M = L_Jl UO M(q,a) C [0,1].

(a,q)=1

El conjunto de arcos menores es

m = [0,1]\ M. O

Ejercicio 3. Demuestre que la medida de Lebesgue del conjunto M
de arcos mayores tiende a cero cuando N — oo.

63. La Integral Sobre los Arcos Mayores.

A continuacién estudiamos la integral que define a R(N) sobre
el conjunto M de arcos mayores. Serad necesario informacién sobre la
distribucién de los niimeros primos en las progresiones aritméticas.

Teorema 4. (Siegel-Walfisz). Sea ¢ > 1y (a,q) = 1. Sea C > 0.
Entonces

x x

Hxyq,a) = Z logp = —— 4+ O0(——)
= ©(q) log® z
p=a(q)

para x > 2 y q < (logz)®. En particular, la constante implicada
depende solo de C.

Teorema 5. La suma de Ramanujan

cq(N) = Z e(%a)

a=1

(a,q9)=1
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es una funcién multiplicativa de q, esto es,

(¢,¢) =1 implica Cqq(N) = cg(N)cy (N).
Teorema 6. Para las sumas de Ramanujan se cumple que

dl(q,N)

en donde y es la funcion de Mobius. En particular

(g, N)=1 implica cg(N) = ().

Lema 7. Sea

Fo(a) = 3 e(pa) logp.

p<z

Sean B y C niimeros reales positivos. Si1l < ¢ < Q = log? N y
(a,q) = 1, entonces

F (ﬂ) _ N(Q)x+0( QN )

“lq v(q log® N

para cada 1 < x < N. La constante implicada depende sélo de B y C'.

Demostracién. Sea p = r mddulo q. Entonces p|q si y sélo si (r,q) >
1. Por lo tanto

Z Z logp = Z e(ga) logp < Zlogp < logg.

p<z plq
(r,q)>1 p= T(q) plq
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Por lo tanto F}, (2) es igual a
q

Z Z a)logp = Z Z a)logp + O(log q).

= p<z
p=r (q) (7"7‘I) 1 p= T(q)

Si p = r médulo g, entonces e(pa/q) = e(ra/q) y para F,(a/q) se
obtiene

Z e Z logp+0O(log Q) = Z e(ga)ﬁ(x;q,r)-i-O(logQ).

r=1 <z r=1
(ma)=1 pﬁaq) (ra)=

Puesto que cq4(a) = p(q) siempre que (a,q) = 1 vemos entonces que
Fy(a/q) es igual a

~ r g z p(q) QN
Z e(ga){gp(q)+O(10gcx)}+0(logQ) = +O(loch)‘ i

Lema 8. Sea

= Z e(mp).

Entonces
+1/2 )
J(N) = / u?(B)e(—=NB) dB = N7+O(N).
—1/2

Demostracion. Es claro que J(N) es el nimero de representaciones
de N como la suma de tres nimeros naturales. Por lo tanto

J(N) = %(N—l)(N—2). N
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Lema 9. Sean B y C dos niuimeros reales positivos tales que C' > 2B.

Si
(10) o € M(g,a) y f=a-,
entonces
Fl) = 40 + 02
Fe) = 500 +o(§§TN;)

en donde las constantes implicadas dependen sélo de B y C.

Demostraciéon. Si § es como en (10), entonces |3 < Q/N. Sea

logp sim =py pes primo
Alm) =

0 en otro caso.

Entonces tenemos
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Sil <z < N, entonces

Alz) = Z {)\(m)e(ﬂa) - M}

= Z )\(m)e(%a) — Mx—i— O(

m<x

¢’ (g
QN
< loch.
Por lo tanto
(@) i
—&u = e T e
Fle)=28u() = [ (o) A

1-

N
= A(N)e(Np) — 27riﬁ/A(:L')e(xﬂ) dz
1

QN

< |[A(N)| 4 [BINmax {|A(z)| : 1<z <N} < ——.
log~ N

Es claro que |u(8)| < N. Puesto que C' > 2B, entonces

°N N
Qc = o5 < N
log” N (log N)

La estimacién para F3(a) se sigue ahora facilmente. B

Definicién 11. La serie infinita

G(N) =)

u3((q) ¢o(N)

©3(q)
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se llama la serie singular para el problema de Goldbach. O

Teorema 12. Para la serie singular, se cumple que

G(N) = H<1+;3>H<1—;2)

piv s (=)oY (e 1)
Por lo tanto, existen dos constantes positivas ¢y y co tales que
c1 < G(N) < C2

para cada N € N impar. Por ultimo, para Q = log? N y cada e > 0,

1
Ql—e)

G(N.Q) = ) cg(N) = G(N) +O(

1(q)
q<Q 3(

©3(q)

en donde la constante implicada depende sélo de e.

Demostracién. Es claro que ¢,(N) < ¢(q). Puesto que ¢ ¢ < ¢(q)
para cada € > 0 y ¢ suficientemente grande, entonces

< .
©%(q) >

(V) <

Por lo tanto, la serie singular converge absoluta y uniformemente en
N. Ademas

1
Ql—e '

GIN)-G(N,Q) < 3 qzl_e <

>Q

p_l Slp|N7
p(N) = :
—1 sip f/N.

Es facil ver que
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Puesto que ¢,(N) multiplicativa en ¢, entonces

1(q)
©3(q) )

también es una funciéon multiplicativa en ¢. Por lo tanto

G(N) = H(Hijl “(Z?) cpj(N)) = ];[(1— Z”g(gb

3
. 2 (

Ejercicio 13. Pruebe que se puede tomar ¢; = 1 en el teorema ante-

rior.

Teorema 14. Para cualesquiera niimeros reales positivos B, C' y €
tales que C' > 5B, se cumple que

/M F3(a)e(—Na) da

- aon’y+of S+ o{ (e

en donde las constantes implicadas dependen sélo de B, C' y e.

Lema 15. Para cada nimero real o y enteros A < B, se cumple que

ZB: e(an) < min{]B—A|, m}

n=A+1
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en donde || o ||= min {|a —m| : m € Z}.

Demostracién. Puesto que |e(an)| = 1 para cada entero n, entonces

Si o € Z, entonces || a ||[> 0y e(a) # 1. Puesto que se trata de una
suma geométrica, entonces

e(an)| = e(a(B—4)) - &
‘n:ZAH ( )’ N e(a) — 1 ‘ = le(a/2) — e(—a/2)|
— 1 — 1 < 1 [ |
senmo sen(m | al) = 2al

Demostracién del Teorema 14. La longitud del arco mayor M(q, a)
es Q/N sig=1y es 2Q/N si g > 2. Por lo tanto

/M{Fg(a) 0 u?(a — g)}e(—N@) do

©*(q) q

=2 Z / {F3<a>—“<<’) u (0~ %) }e(~Na) da

©3(q) q
= (ax Q)—l M(ga)

Q2N3
< Z Z / loch

9=Q (a q) 1 M(qza)

3N2 5N2 N2
< Z Z QC = QC =< C—5B"
q<Q( ) 1log N log N (logN)
a’?q
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Sia=a/q+ (€ M(q,a), entonces |3 < Q/N y por lo tanto

1) / u? (o — 2) e(—Na) da

3
= ©3(q) Ml q
. %
= Z M3(q) u? (o — 2) e(—Na) da
= A () 0 q
(a,q)=1 %*N
, Nt
-y M N / W3(B)e(—NB) dd
9 o q
(a,9)=1 -Q/N
+Q/N
= S LD ) [l @e-Np)as
= ¢°) dn
+Q/N
- GV.Q) [ w(B)e(-NB) ds.
-Q/N
Por el Lema 15, si || < 1/2, entonces
1
u(f) < 2R
Por lo tanto
r d N?
/ u(B)e(—NpB) dB < / ﬁ_f < Iozh
L<ip<] Q/N

Por el Lema 8, obtenemos
+Q/N +1/2

N
3 — w(B)e(— —
_Q[Nu (B)e(=NB) df —_L (B)e(=NB) dB +O(3)

2
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N2 N2 N? N?
= 5 HON) +0(55) = 5 +0(5):
Puesto que
1
G(N,Q) = G(N)+O(Q1—e)’
entonces
/F3(a)e(—Na) da
M
+Q/N N2
= G(N,Q) / u?(B)e(—NB3) dﬂ+0{w}
I (logN)

N? N2 N?
= G(V) =+ O(F) + O{W}

§4. Formula Asintética.

Para la estimacion de la integral que define a R(N), tomada sobre
el conjunto de los arcos menores, sera necesario los siguientes resulta-

dos.

Teorema 16. (L. Dirichlet). Sean a y Q) dos numeros reales, Q > 1.
Existen enteros a y q tales que

1<¢<Q, (a,q) =
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y ademas

Teorema 17. (I.M. Vinogradov). Sean a, q enteros primos rela-
tivos, tales que 1 < a < q < N. Sea « tal que

La prueba de este teorema la posponemos hasta la seccién §5.

Teorema 18. Sea B > 0. Para la integral sobre los arcos menores, se
cumple que
N2
/ F3(a)e(—Na) da < — B_:
m (logN) 2

en donde la constante implicada depende sélo de B.

Demostraciéon. Por el Teorema de Dirichlet existen enteros a, ¢,
primos relativos, con 1 < g < N/Q y tales que
a Q Q1
a——| < — < min(—,—=).
‘ ql = gN — (N q2)
Si g < @, entonces o € M(q,a) C M. Puesto que esto iltimo es falso,
entonces

N
Q<C]§a-
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Por el Teorema 17,

log N ) ( log N )
N
< "
( log N ) 2
Puesto que 9(N Z logp < N, entonces
p<N

1
/|F(a)\2 da = Zlog2p < logNZlogp < NlogN.
0 p<N p<N

Por lo tanto,

/ F(@)P do < sup |F(a)] / F(o)P do

aem
< /yF )|? da
logN
N2
< ———F5—*
(logN)2Z "~

Podemos ahora enunciar el principal resultado de este capitulo.

Teorema 19. (I.M. Vinogradov). Sea G(N) la serie singular de la
Definicién 11. Sea A > 0. Sea N € N un niimero impar. Entonces,
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en donde la constante implicada depende sélo de A.

Demostracién. Por los Teoremas 14 y 18,

N2 N2 N? N?
+ +
2 (log N) (1=e)5 (log N)C_SB (log N) 55

en donde la constante implicada depende sélo de B, C'y €. El Teorema
se sigue al elegir

1
€= 3 B=24+10 'y C = A+5B. 1

§5. Los Arcos Menores.

Solo resta probar el Teorema 17. La prueba se desarrolla en una
serie de lemas.

Lema 20. (R.C. Vaughan). Parau > 1, sea
dlk
d<u

Sea ®(k, ) una funcién aritmética de dos variables. Entonces

ST+ > > Mu(k)®(k,0)

=> > u(d) ®(dm, 0).

d<u N N
= u<£§d mggd
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Demostracion. Vamos a evaluar la suma

N
Si=) M, (k) ®(k, 0)

k=1 <

=2

en dos formas distintas. Puesto que pu % 1 = e, entonces

1 sik=1,
0 sil<k<u.

M) =
Por lo tanto,

S= > 1,0+ > > M(k)®(k0).

u<tl<N u<k<N u<£<%

Por otro lado, cambiando el orden de las sumas, y poniendo k = dm,
se obtiene

Lema 21. Sea A la funcién de von Mangoldt. Para cada niimero real
«, se cumple que

F(a) = S — 8, — S5+ O(N?)
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en donde
S) = Z Z p(d)A(0)e(adtim)
a<nd ST M
So= Y > (d)A(0)e(adlm)
2 2 <N
d<N5 ¢<N5 ™=7q
S3= Y MN%(k;)A(K)e(aM).

2 2 N
kE>N5 N5<£<T

Demostracién. Vamos a aplicar la identidad de Vaughan con
u = N% y Ok, 1) = A(f)e(ak?).
El primer término en la identidad de Vaughan es

Yoo = > A0)e(al)

u<lIN N%<£§N
N

= > A@e(at) = > A()e(al)
=t (<n?

= Ze(a)logp+ Z e(apk)logp+O(N%10gN)
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El segundo término en la identidad de Vaughan es

> M (kA0 e(akt) = Ss.
5 o N5

k>N5 N5 <eg%
El tercer término en la identidad de Vaughan es

YooY Y udA@e(adim)

<N

2 2
d<N5 N5<€§% m=7q

Ejercicio. Pruebe que

fat+Bl <lal+8]

se cumple para cualesquiera niimeros reales o y (3.
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Lema 23. Sea o un niimero real. Sean q y a enteros primos relativos,
tales que ¢ > 1. Suponga que

S
a——| < —.
q q?
FEntonces ]
< qloggq.
| ar |l

1<r<

(WIS}

Demostracion. El lema se cumple cuando ¢ = 0, ya que la suma en
cuestién es igual a cero. Supongamos que ¢ > 0. Para cada entero r,
existen enteros s(r) € [0,q/2] y m(r) tales que

Puesto que (a,q) = 1, entonces s(r) = 0 si y sélo si = 0 mod q. Por
1

lo tanto s(r) € [1,¢/2] siempre que r € [1,q/2]. Sea

0
= — en donde 6] < 1.

a
a__
qg ¢

Entonces
ar Or ar 0
ar = —+ — = — 4+ —
qg ¢ q 2q

en donde |0'| = |20r/q| < 1. Por lo tanto

ar 0 s(r)
ar|| = —+ =1 = [|mQr)+ —+ —
el =1 ="+ 5 = lm(r) £ ==+ 5
)

s(r 0’ s(r 0’ s(r
A Y
q q q

1
q 2q
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Sea 1 < r; < ry < q/2. Mostraremos que s(r1) = s(ra) si y sélo si
r1 = ro. Supongamos que

ary arsy
—1l=1—1"
q q
Entonces, ar ar
1(71 — m(rl)) = i(TQ - m(rg))

y por lo tanto ar; = +ares mod q. Puesto que (a,q) = 1 entonces
r1 = £r9 mod ¢. Puesto que 1 < r; < ry < ¢/2 entonces 11 = ry. Se
sigue entonces que

AT ) G R A G 1Y
q 2 q 2 q 2

Por lo tanto,

SERNCE

2
Lyl = 2= Ve T
S 1\1 1 1
_ <___ — 2 =20 ) - < qlogg. B
2 > 25 —1
1<s<d q a 1<s<d N 1<s<d s

en donde g > 1y (a,q) = 1. Para cualesquiera nimero real no negativo
V' y entero no negativo h, se cumple que

q
1
insVvV, ——— Vv | .
;mm{ Tt T} <V alsa
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b

Pagina 21

a = 94— 5 con 0] < 1.
q q
Entonces
0h 0
a(hg+7) :ah—i—ﬁ-f-—-i-_g
q q q
Oh 0h 0 Oh] + 6
:ah+ﬂ+w+—g :ah+ar+[ ] +4(r)
q q
en donde
Or

1< 0(r) = {Bn}+ - < 2

Para cada r € [1, ¢, existe un tnico r’ € N tal que

ar + [0h] + 6(r) ,

—T.

{a(hg+1)} =
q
Sea t tal que
1
0<t<1—-.
q
Si .
t < A{alhg+r)} < t+-,
entonces

gt < ar—qr' +[0h]+5(r) < qt+ 1.

Esto implica que

ar —qr’ < gt —[0h]+1—46(r) < qt —[6h] + 2

y también que

ar —qr' > qt —[0h] — 8(r) > qt — [0h] — 2.
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Por lo tanto, ar — ¢r’ yace en el intervalo
J = (qt — [0h] — 2, qt — [6h] + 2].

Este intervalo de longitud cuatro, contiene exactamente cuatro enteros
distintos. Si 1 <7y <7y < q y ademas

/ /
ary —qry = arg — qrs,
entonces, ar; = ary médulo g. Puesto que (a,q) = 1, entonces
r1 =712 (mod q) y también rL = Ty.

Por lo tanto, para cada t € [0, (¢ — 1)/¢|, hay a lo més cuatro enteros
r € [1,q| tales que

{a%q+ﬂ}€[ut+é]
Noétese que || a(hg+7) || € [t, t+ (1/q)] siy sblo si
{a(hg+7)} obiétn 1—{alhg+r)} yacenen [t,t+ %]
La segunda pertenecia, es equivalente a

{a(hg+1)} € W,ﬂ+$]

en donde
, 1 1
0<t =1—--—-t < 1—-.
q q
Por lo tanto, para cada t € [0, (¢ —1)/q], existen a lo més ocho enteros

r € [1,q| tales que

1
| alhg+7) ] € [t,t—l—g}.
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Para cada s € NU {0}, sea J(s) = [s/q, (s +1)/q]. Entonces
I alhg+7r) | € J(s)

se cumple para a lo mas ocho enteros r € [1,q]. Si || a(hg+7r) || €
J(0) = [0,1/q], entonces aplicamos la desigualdad

1
min{V, —— L < V.
{ !Ia(hq+7“)H}

Si|| a(hg+7) | € J(s) para algin s > 1, entonces usamos
1 1 q
min{V, —} < - <%
| a(hg +7) | lathg+r) | = s
Lema 25. Sea o un nimero real. Suponga que

1
e

a——| <

en donde ¢ > 1y (a,q) = 1. Para cada numero real U > 1 y entero
positivo n, se cumple que

. (n 1 n
Z mm{E, m} < (g—l-U—l-q)longU.

Demostracién. Sea k = hg+rcon 1 <r < qy 0 < h < U/q.
Entonces

S = Z min{%, m}

1<k<U

. n 1
< D me{hqjtr’Hoz(thrT)H}'

0<h<U 1<7<g
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Sih=0y1<r<gq/2, entonces, por el Lema 23,
n 1
min {—, —} <
> S Tar ) S 2

q q
1<r<4 1<r<

< qloggq.
| ar ||

Para los términos que restan, se cumple que

1 < 2
hqg +r (h+1)q

En efecto, o bien A > 1 y por lo tanto

hg+r > hg > w,

obien,h:O,%<T§qyp0rlotanto

q (h+1)q
h = 2= T
q+r r > 5 5

Entonces tenemos que

. n 1
S < qlogg + Y ) mlm{(fmtl)q’||oz(hq+7“)||}'

0<h<¥ 1sr=q

Noétese que

U

—4+1 < U+gq < 2max{q,U} < 2qU.

q
Podemos estimar la suma interior por el Lema 24 con V = n/(h+1)g,
para obtener

S < qlogq+ Z (

n
e + qlog q)
0§h<%

(h+1



U
< qlogq—k% Z +(?+1)qlogq

U
0<h< g

U
< qlogq+ — log(q 1) 4+ Ulogg + qlogg

< <Z +U+q) log2qU. 1

Lema 26. Suponga que

1
a2

en donde 1 < ¢ < N y (a,q) = 1. Se cumple que

N 2
S K {E+N3 +q}log2N.
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2
Demostracién. Sea u = N5. Puesto que 1 * A = log, entonces

S; = Z Z Z e(adlm)

d<u N <N
b<q m=7q

= Z Z u(d)e(adT)ZA(ﬁ Z,u Z (adr)logr

d<u .« ) d<u <N

=14
< Z‘ Z (adr) logr‘

d<u ,’,,<N

alz
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Estimamos ahora la suma interior

i 1] A
Z e(adr)logr = Z e(adr)/—w = e(adr) / &
x ; T
r<if r<&¥ 1 r=2 =2 ;0
[%1 (& [%1 i 14
dx
/ e(adr) / { e(adr)} —
=2 r=j ;7 j:2j_1 r=j *

Por el Lema 15, se cumple que

[ ]e(adr) < IHlIl{N ! }

J

a2

”

Por lo tanto,

Z e(adr)logr <« min{ﬂ,

r<

a2

Por el Lema 25, tenemos

N 1 N
10gNZmin{—, —} < {——f-N%—f—q}logzN. |
2T Tad| g

Lema 27. Suponga que
1
2

en donde 1 < q< N y (a,q) = 1. Se cumple que

N 4
Sy <K {;%—Nﬁ +q}log2N.
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2 2 4
Demostracion. Sid < N5 y £ < N5, entonces d¢ < N5. Poniendo
k = d{, se obtiene

Sy = Z Z Z w(d)A(€) e(adlm)

Noétese primero que

> AW < ) A = logk < logN.

2 ok
dt<N5

k=d¢
Por el Lema 25, se obtiene que
N 1 N 4
Sy < Z min{z, Tak ”} Z A < {E+N5+q}log2]\ﬁ
4 2

E<ND dA<N5
k=d¢

Esto termina la demostracion del lema. R

Ejercicio 28. Sea d = 1*1. Usar el hecho de que d(mn) < d(m)d(n)
para probar que

Z d*(n) < zlog’x.

Lema 29. Suponga que
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en donde 1 < q< N y (a,q) = 1. Se cumple que
N

4 1 1 4
Ss < { T + N5 +N2q2}log N.
2

)

Demostracion. Sean

log N
5log 2
1 1
Entonces N5 < 2" < 2N5 y también h < log N. Si j < h, entonces
. 3 2
29u <2N5 < N. Si N5 < ¢ < N/k, entonces

N
k§7<N%:N%u<2hu.
Por lo tanto
Sy = M, (k) A(0) e(akl)
2 2
k>N5 N5 <e<i¥
h h
=> > Mk Al)e(akt) = 83
J=1 2j—ly<k<2iu u<e< ¥ j=1
en donde
Ssj= Y. Mk A(0)e(akl).
2J —ly<k<2iu u<£§%

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

(30)

53,5 '

> AW)e(akl)

N
u<l< s

D S VA

27 lyu<k<2iu 2J—lu<k<2iu
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Para estimar la primera suma en el lado derecho de (30), ndtese que

(M (k)| = | > pd)] < > 1< dk).
g i

Por el Ejercicio 28,

Z | M, (F)|? < Z d?(k) < 27ulog® N

2i—ly<k<2iu 20~ lu<k<2iu
ya que 2/u < N.

Para estimar la segunda suma en (30), nétese que

>

20— lu<k<2iu

2

> AW)e(akl)

u<€§%

= Y S > AOAm)e(ak(t —m))

2j*1u<k§2ju u<t< % u<m< %

=3 S AOAm) D e(ak(t —m))

LEA mEA keI(t,m)

en donde A = NN (u, N21=7y71),

I(¢,m) = NN <2j_1u, min {27u

ik

N N
"0m

Puesto que Card I(£,m) < 29~1u, entonces

. j_lu 1
Z e(ak(l —m)) < mm{? Ta@—m) T }

keI(l,m)
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Por lo tanto

2.

20— ly<k<2iu

ZA e(akt)

N
u<l< - L

. j—1 1
< Z Z A(Z)A(m)mm{? u, m}

leA meA

. i 1
< logQNZ Z m1n{2] Y, m}

leA meA

Sea s = £ —m con £,m € A. Entonces |s| < N/2771u y el nimero
de estas representaciones de s no excede a N/2/~1u. Por el Lema 25,
tenemos que

> > A)e(akl)

2) —ly<k<2iu u<£§],¥
N , 1
< log? N — min{23_1u, }
271y 1<§M | as ||
_S_qu
N 1
log? N i { }
< log 21y Z min nE Tas |
1<s< 2N
T2l
N /N 3
< 571y (— + 571y + q) log” N.
Por lo tanto
, N N N
3 3
835" < 2ulog” N g <E T +q> log” N

11
< NZ%log® N (—+—+i>.
q u N
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Por lo tanto

1
11 2

95,5 < N10g3N<—1 +— +—q1).
q2 N5 N2

Puesto que h < log N, entonces

h
N 4 1 1
53 = ZS37j < {—1+N5 +N§q7}10g4N. [ |
j=1 q2



