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las férmulas “mas verdaderas”, es decir, aquellas cuyas interpretaciones
siempre son el méaximo de un tal orden parcial.

EJERCICIOS 3. Sean P un conjunto de letras proposicionales, S, T
subconjuntos de ®(P), a, § € ®(P).

1. Demuestre que si T'C S y T |= « entonces S |= a.

2. Demuestre que si para toda v € S, T = vy S E «, entonces

T E a.

Demuestre que () = « si y sélo si « es una tautologfa.

4. Demuestra que o — (S — ) es légicamente equivalente a
(A B) =

5. Demuestre que = «a siy sélo si = (6 — «).

6. Demuestra que {ay,...,a,} = Gsiysdlosi = (1A -Aay,) —
B.

7. Demuestra que si « es tautologia y a |=  entonces 3 es tauto-
logia.

&

2.2. Algebras Booleanas. Con dos propositos se presenta aho-
ra la nocién de algebra booleana: Primero, establecer la escencia de la
interpretacion usual de los conectivos logicos, que se pierde al conside-
rar s6lo dos valores de verdad. Segundo, poseer un lenguaje comodo en
el que se presenten teoremas importantes de manera sencilla.

DEFINICION 2.3. Una reticula es un conjunto parcialmente ordena-
do P = (P, <) tal que para cualesquiera p,q € P, el par {p, ¢} tiene
supremo e infimo en P.

No esta de mas recordar que supremo (respectivamente, infimo) de
un conjunto es la minima (resp. méxima) cota superior (resp. inferior)
de tal conjunto, es decir, el supremo de un conjunto A es un a tal que
paratodo xz € A, z < a y ademds cumple que si x < o’ paratodox € A
entonces a < a’; mientras que el infimo de un conjunto A es un a tal
que para todo x € A, a < x y ademéds cumple que si ¢’ < x para todo
x € A entonces o’ < a. Es sencillo probar (ver ejercicios) que supremos
e infimos son tnicos cuando existen.

Notacion: Si P = (P, <) es una reticula con méximo y minimo,
se denota al maximo por 1 y al minimo por 0. El infimo de {x,y} se
denotara por x A y y el supremo por x V y

PROPOSICION 2.4. Sean P = (P, <) una reticula y a,b,c € P. Las
siguientes condiciones son equivalentes:
ma<b,
maAb=a,vy
=aVb=b
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Ademas se cumple lo siguiente:

l.anb<a,aNb<b.

aVb>a,aVb>b.

aNa=a,aVa=a.

aNb=bAa,aVb=DbVa.

aN(bANc)=(aNb)ANc,aV (bVe)=(aVDb)Ve.
cV(aAb) <(cVa)A(cVDb)

cN(aVb)>(cNa)V(cADb)

Sia <bentoncesaANc<bAcyaVec<bVec.

. Si P tiene mdzimo y minimo entonces a A0 =0,aV0=a
aANl=a,aV1=1

SEEN AN

o N

DEMOSTRACION. Se deja como ejercicio al lector, salvo la primera
parte del inciso 6. Primero note que ¢ < ¢V a y ¢ < ¢V b. También
pasa que a Ab < ayaAb<b porlotantoaAb<cVayaAb<
¢V b. Luego ¢V (a A D) es cota inferior de {c¢ V a,cV b}. Por lo tanto
cV(anb) <(cVa)A(cVDb).

La segunda parte del inciso 6 se prueba de manera andloga a la primera.

U

DEFINICION 2.5. Una reticula P es distributiva si en el inciso 6 de
la proposicién anterior valen las igualdades.

DEFINICION 2.6. Sea P una reticula con maximo y minimo. Dados
p,q € P decimos que q es complemento de psipAqg=0ypVqg=1.

PROPOSICION 2.7. Si en una reticula distributiva P con mdzimo y
minimo, un elemento a € P tiene complemento, entonces éste es unico.

En virtud de este resultado, hablaremos de el complemento de...

DEMOSTRACION. Sean ¢ v ¢’ complementos de p, es decir ¢ A p =
dANp=0yqVp=q Vp=1. Noteque
¢=q¢dN1=q¢NqgVp)=(d ")V Ap)=(dNgVO=4 Ngq
Por lo tanto ¢’ < ¢. Anédlogamente se prueba que ¢ < ¢, y asi,
qd=q O

Notacién: a© denotard al complemento de a. Veamos las propiedades
del complemento.

PROPOSICION 2.8. Sea P una reticula distributiva con mdzimo y
minimo, y sean a y b dos elementos de P que tienen complemento.
Entonces,

1. (a)¢=a, 1°=0, 0° = 1.
2. (aANb)e =a‘ Vb,
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3. (@Vb) =a®Nb",

4. a <b siysolosiaNb®=0 siy solosia®Vb=1,

5. a = b siysolo si (a°Vb)A(bVa) = 1 siy sdlo si (a°Ab)V(bAa®) =
0

DEMOSTRACION. (1) Observe que a satisface la definicién de ser el
complemento de a% y que 1 satisface la condicién de ser complemento
de 0. (2) Veamos que a®V b¢ actia como complemento de a Ab. Primero,

(anb)A(a®VE) = ((aAb)Aa“)V ((aAb)AD?) = (bA(ana®))V (aA(DADS))
=(bA0)V(an0)=0V0=0.
Por otro lado,

(@nb)V (a°Vb)=(aV (a°VDI))ANDV (@ VD) =1A1=1.

El resto del inciso (2) y el inciso (3) se quedan como ejercicios para el
lector. (4) Sia < bentonces (aAb®) < (bAbS) = 0, por lo tanto aAb® = 0.
Si anb® = 0 entonces a®Vb = ((a°Vb)°)¢ = (a*" Ab)¢ = (aAb®)® = 0¢ = 1.
Sia®VvVb=1,entonces a =1ANa=(a“VbANa=(a“Na)V (bAa)=
0V (bAa)=>bAa. Por la Proposicién 2.4 a < b. El inciso (5) también
queda como ejercicio para el lector. O

DEFINICION 2.9. Un dlgebra booleana es una reticula distributiva
con maximo y minimo en la que todo elemento tiene complemento.

El lector seguro conoce ejemplos de algebras booleanas. Para empe-
zar, las dlgebras potencia de conjuntos lo son. En particular, el algebra
potencia de un conjunto unitario (i.e de la forma {e}) es isomorfa al
conjunto 2 = {0,1} dotado con las operaciones del ejemplo 1.3. Un
célebre teorema de Marshall Stone proclama que de hecho todas las
algebras booleanas son isomorfas a &lgebras de conjuntos (no nece-
sariamente algebras potencia), es decir, las operaciones de supremo,
infimo y complemento son unién, interseccién y complemento respecto
al total. Un ejemplo de algebra de conjuntos que no es (ni siquiera iso-
morfa a) un dlgebra potencia es la que generamos con los subconjuntos
finitos mas los cofinitos de N. Al ser un algebra numerable, no puede
ser la potencia de ningtin conjunto.

En toda édlgebra booleana estan definidas las siguientes operaciones,
es decir, para cualesquiera elementos a y b de un algebra booleana P
se define:

1. a = b:=a®V b (el complemento de a relativo a b).
2. a\b:=aAb (a menos b).

3. alAb:=(a\b)V (b\a) (la diferencia simétrica).
4

. aVb := (aAb)° (la coincidencia simétrica).
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En los ejercicios de esta seccién el lector se familiarizara con estas
operaciones.

EJEMPLO 2.10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y sean CO(X) la
familia de subconjuntos cerrados y abiertos de X, y RO(X) la familia
de los subconjuntos abiertos regulares de X. Se dice que A es abierto
regular si A = int(cl(A)). El dlgebra CO(X) es un dlgebra de conjuntos
y estd incluida en RO(X), sin embargo esta tltima en general no es

algebra de conjuntos, pues el complemento de A es int(X \ A), mientras
que AV B = int(cl(AU B)).

EJERCICIOS 4. Para los siguientes ejercicios, sea P = (P, <) un
conjunto parcialmente ordenado.

1. Sea A un subconjunto de P que tiene supremo. Demuestre que
éste es tunico. Medite y convénzase de que lo mismo pasa en el
caso analogo para infimos.

2. Complete la demostracién de la Proposicion 2.4.

. Dé un ejemplo sencillo de una reticula que no sea distributiva.

4. Dé un ejemplo de reticula distributiva con maximo y minimo
con un elemento que no tenga complemento.

5. Dé un ejemplo de reticula con maximo y minimo que tenga un
elemento que a su vez tenga dos complementos diferentes.

6. Complete la demostracion de la Proposicion 2.8.

w

En los siguientes ejercicios, supondremos que P es un alge-
bra booleana.

7. a—b=1siysélosia<b.

8. Demuestre que aAb = (aVb)\ (aAb) y aVbh = (aAb)V (a°Ab°) =
(@V )N (DVac).

9. Demuestra que a = b si y sélo si a/Ab = 0.

10. Demuestre que en cualquier algebra booleana, /A es una opera-
cién de grupo abeliano, cuyo neutro es el 0 y en el que todos
los elementos son autoinversos.

11. Use el ejercicio anterior para demostrar que en cualquier algebra
booleana, V es una operacién de grupo abeliano, cuyo neutro
es el 1 y en el que todos los elementos son autoinversos.

2.3. La interpretaciéon booleana. Filtros, homomorfismos,
cocientes y ultrafiltros. La nocién de tautologia que fue definida en
2.1 parece ser restrictiva y artificial. jpor qué admitir sélo dos valores
de verdad? ;qué se ganaria o perderia al admitir més valores de verdad,
siempre que estos se encuentren en una estructura apropiada, como un
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algebra booleana? Interpretemos un lenguaje proposicional P en un al-
gebra booleana P. Por supuesto esto conlleva un cambio: jcudles seran
ahora las formulas validas? Al igual que en el caso de las tautologias,
digamos que una férmula « es P-vélida si toda valuacién de P en P,
asigna el valor 1 (el mdximo de P) a a. A partir de este momento,
buscaremos demostrar que las tautologias son exactamente las féormu-
las validas en cualquier interpretacién booleana. Para esto necesitamos
incorporar al lenguaje la nocién de filtro y estudiar los homomorfismos
de algebras booleanas.

DEFINICION 2.11. Sea P un dlgebra booleana. Un filtro F' en P es
un subconjunto de P tal que:
1.1e F,0¢ F
2. Para todosa € F'ybe P, sib>aentonces b e F.
3. Para todos a,b € F se tiene que a Ab € F.

Dual a la nocién de filtro, se define ideal.

DEFINICION 2.12. Un ideal I en P es un subconjunto de P tal que:

1.oel,1¢1
2. Paratodosa el ybeP,sib<aentoncesbe I.
3. Para todos a,b € [ se tiene que a Vb € I.

Observe que si I es un ideal sobre un algebra booleana P entonces
I = {a®: a € I} es un filtro, llamado el filtro dual de I. Andlogamente,
si F' es un filtro, entonces F* = {a° : a € F'} es un ideal, llamado el
ideal dual de F'.

EJEMPLO 2.13. Sea P un élgebra booleana cualquiera. Trivialmen-
te, el conjunto {1} es un filtro y el conjunto {0} es un ideal. En el
algebra potencia de N, la familia Fin(N) de subconjuntos finitos de N
es un ideal. Su filtro dual suele ser llamado el filtro de Fréchet.

Dado un elemento a de un élgebra booleana P, la familia F, = {b €
P :b > a} es un filtro. Se dice que un filtro F' es fijo cuando F = F,
para algin a € P. De lo contrario se dice que F' es libre.

En la seccién de ejercicios el lector podra encontrar mas ejemplos
de filtros e ideales.

A continuacién investigaremos cuando un subconjunto cualquiera
de un algebra booleana esté contenido en un filtro.

DEFINICION 2.14. Decimos que A C P tiene la propiedad de la
interseccion finita (pif) si para cualesquieran € wy aj,as,...,a, € A,

ay Nag A ... N a, #0.
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Note que los filtros siempre tienen esta propiedad. Inversamente,
los conjuntos con esta propiedad son aquellos para los que hay un filtro
que los contiene.

PROPOSICION 2.15. Sea A un subconjunto de un dlgebra booleana
P. Entonces, A tiene la pif si y sélo si existe un filtro F tal que A C F'.

DEMOSTRACION. <] Todo filtro tiene la pif, y subconjuntos de
conjuntos con la pif tienen la pif.
=] Sea FF' = {b € P :3In € wy Jaj,as,...,a, € A tal que b >
ai Nag A ... Nap}|J{1}. Ver que esto es filtro se queda como ejercicio
para el lector. 0

Los filtros tienen la siguiente propiedad curiosa:

PROPOSICION 2.16. Sean F un filtro en un dlgebra booleana P, y
p€P.Sip¢ F entonces FU{p°} tiene la pif.

DEMOSTRACION. Supongamos que F'U{p} no tiene la pif. Enton-
ces existe a € F tal que a A p® = 0 (piense el lector por qué). Por la

Proposicién 2.8 (4), existe a en F' tal que a < p, y asi tenemos que
peF. 0

DEFINICION 2.17. Sean P y Q é&lgebras booleanas.
Un homomorfismo de P en Q es una funcién ¢ : P — Q tal que:

L ¢(0p) =0g y ¢(1p) = lo.

2. p(a®) = p(a)“.

3. pla Ab) = p(a) A p(b).

Observe que todo homomorfismo ¢ es creciente, i.e. satisface que

si a < b entonces p(a) < p(b). Més ain, satisface también que p(a V
b) = ¢(a) V p(b). Por otro lado, note que no basta que una funcién
sea creciente para que sea homomorfismo de dlgebras booleanas (las
demostraciones quedan como ejercicio).

EijEMPLO 2.18.

1. El 4lgebra booleana 2 esta encajada en cualquier algebra boo-
leana P por la funcién ¢ dada por ¢(0) =0y p(1) = 1.

2. La funcién inclusién de CO(X) en RO(X) es un homomorfismo
de algebras booleanas (donde X es un espacio topolégico).

3. Sean A cualquier conjunto y B C A. La funcién ¢ : P(A) —
P(B) dada por ¢(a) = anN B es un homomorfismo. La inclusién
de P(B) en P(A) no lo es.

De manera natural, los homomorfismos de algebras booleanas de-
terminan un filtro y un ideal en su dominio.
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DEFINICION 2.19. Sea ¢ : P — Q un homomorfismo de dlgebras
booleanas. Se define la coraza de ¢ por

Shell(¢) ={a € P : p(a) = 1o},
y el nicleo de ¢ se define por
Ker(p)={a € P :¢(a) =00}

PROPOSICION 2.20. Sea ¢ un homomorfismo de dlgebras boolea-

nas. Entonces Shell(p) es un filtro, Ker(p) es un ideal y Ker(p) =
Shell(p)*.

Dejamos al lector probar esta proposicion, a manera de ejercicio.

Cada filtro (o ideal) define una relacién de equivalencia sobre un
algebra booleana P, cuyo cociente hereda de manera natural la estruc-
tura de algebra booleana. A continuacion los detalles.

DEFINICION 2.21. Sean P un dlgebra booleana y F' un filtro en P.
Diremos que a y b elementos de P, son equivalentes modulo F' (denotado
por a ~p b) siy sélo si aVb € F.

Recuerde el lector que aVb es la coincidencia simétrica definida en
la seccion 2.2. Claramente, la intencién de esta definicion es que dos
elementos de P son equivalentes médulo F' si “estan de acuerdo en un
elemento grande segin £7.

PROPOSICION 2.22. ~p es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION. Usando el ejercicio 4 (incisos 8 y 11) esta prueba
se torna muy simple. Reflexividad y simetria se dejan como ejercicio.
Veamos la transitividad. Primero, note que si 7, s € F' entonces rVs =
(rvVs)A(sVre) >rAs e F.Sean a,b,c € P tales que aVby bVe € F.
Entonces aVe = (aV1)Ve = (aV(bVb))Ve = (aVb)V(bVe) € F. O

La congruencia médulo F' es ademas una relaciéon de congruencia,
es decir, se comporta correctamente con respecto a las operaciones de
algebra booleana.

PROPOSICION 2.23. Sean P un dlgebra booleana, F un filtro en P
y a,b,c,d € P tales que a ~p b y c~p d , entonces:
1. a® ~p b°
2. (anc)~p (bAd)
3. (aVe)~p (bVd)

DEMOSTRACION. 1 es inmediato del ejercicio 4.8. Para el inciso 2,
observe que distribuyendo se obtiene que

(aVb)A(cVd) = (aAbACAA)V (aNDACND)V (a° A NAD)V (a® AND AcENAS),
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mientras que
(anc)V(bAc) = (aNDAcAA)V (N V (a°ADE)V (a° Ad)V (ABE A CE).

Finalmente, note que cada disyunto de la primera ecuacién es menor o
igual que algtin disyunto de la segunda. U

DEFINICION 2.24. [a] C [b] sia®V b€ F.

Verifiquemos que esta definicién no depende de representantes. Su-
pongamos que ay ~p az , by ~p by y af V by € F. Entonces (a$ V by) V
(a1Vas) V (b1Vby) € F. Distribuyendo y cancelando adecuadamente se
tiene que

(CL% V bl) V (a1Va2) V (b1ng) =
(by Aby N a ANag)V (by Aby Aay Aag) VvV (b] ANDS A af A ajy).

Note que cada disyunto de la ecuacién anterior es menor o igual
que ag V by, por lo que a§ V by € F.

PROPOSICION 2.25. La relacién C es un orden parcial sobre P/F

DEMOSTRACION. La reflexividad es trivial, la antisimetria se ob-
tiene féilmente del ejercicio 4.8. Demostraremos la transitividad. Su-
pongamos que aV by bV c estan en F. Asi basta observar que
(@ Vbh)AD Nc)=(a*N({DVe)V(bAc)<a®Vec. O

PROPOSICION 2.26. Sean P un dlgebra booleana , F un filtro en P
y P/F el cociente.
Si [a], [b] € P/F, entonces:

1. [a]® = [a]°.
2. [a] AIb] = [a N D).
3. [a] \V[b] = [a V b].

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.23, estas definiciones no de-
penden de representantes. Tan solo probaremos la ecuacuén (2), de-
jando el resto como ejercicio para el lector. Probemos que /A se com-
porta como el infimo con respecto a C. Claramente, (a A b)° V a =
(a°Vb)Va=1¢€ F, por lo tanto [a A b] C [a], y andlogamente se
prueba que [a Ab] C [b]. Por lo tanto [a A b] es cota inferior de {[a], [b]}.
Sea ¢ € P tal que [c] C [a] y [¢] E [b], entonces ¢°Va € FycVbeF,
de donde (¢ Va) A (c°Vb) =c*V (aAb) € F.Luego [c]C [anb]. O

Observe que, como de costumbre, la funcién ¢ : P — P/F dada
por ¢(a) = [a]r es un homomorfismo suprayectivo. A continuacién
discutiremos el caso en el que P/F es isomorfa al algebra 2.
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DEFINICION 2.27. Un filtro F' sobre un dlgebra booleana P es un
ultrafiltro si es un filtro maximal con respecto a la contencién.

Los ejemplos de ultrafiltros estan en dos extremos: o son muy tri-
viales o son imposibles de describir. Se dice que un elemento a de un
algebra booleana P es un dtomo si no existe x € P tal que 0 < x < a.
De este modo, el filtro fijo F, = {p € P : p > a} es un ultrafiltro
cuando a es un atomo. Queda como ejercicio probar que si F, es un
ultrafiltro, entonces a es un atomo. La existencia de ultrafiltros libres
esta garantizada por el siguiente Teorema.

TEOREMA 2.28. (del ultrafiltro, Tarski) En cualquier dlgebra boo-

leana P, para cada conjunto A C P con la pif, existe un ultrafiltro F
en P tal que AC F.

DEMOSTRACION. Sea R la familia de todos los filtros G C P tales
que A C G, y considere a R ordenado por contencién. Por la Proposi-
cién 2.15, R es no vacio. Sea C C R una cadena. Supongamos que | JC
no tiene la pif. Entonces existen n € w y ¢1,¢a,...,¢, € |JC tales que
ct Nca A...A¢, =0. Por ser una cantidad finita existe G € C tal que
c1,Co,...,Cq € G, lo cual implica que G no tiene la pif, una contradic-
cién. Por lo tanto |JC tiene la pif. Por el Lema de Kuratowski-Zorn
existe un maximal ' € R. O

El siguiente teorema muestra varias equivalencias de ser ultrafiltro.

TEOREMA 2.29. Sea P un dlgebra booleana, y F' C P un filtro.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F es un ultrafiltro.

2. Para todos p,q € P, si pV q € F entonces, o bien p € F, o
qeF.

. Para todop € P, o bienpe F, op° € F.

. P/F ={0,1}.

5. F* es un ideal mazximal.

= W

DEMOSTRACION. (1 = 2). Supongamos que p ¢ F y q ¢ F. Por
la Proposicién 2.16, F'U {p} vy F U {¢°} tienen la pif, pero por la
maximalidad de F', ambos conjuntos estan contenidos en F'y por tanto,
(pVq) =p°Aq° € F. Como F tiene la pif, pV g ¢ F. (2 = 3). Sea
p € P. Entonces pVp¢=1€ F,ypor (2),pe€ Fop°eF.(3=4).
Es un tramite burocratico verificar que la funcion ¢ : P — 2 dada por
w(p) = 1siy sélosip € F es un isomorfismo de édlgebras booleanas.
(4 = 1). Sea ¢ : P/F — 2 un isomorfismo de dlgebras booleanas.
Claramente F' = Shell(p) es un filtro. Si p ¢ F entonces ¢(p) = 0 por
tanto p € Ker(yp) = F*, y por tanto p¢ € F. Como F tiene la pif, p no



24 1. LOGICA PROPOSICIONAL

puede estar en un filtro que extienda a F', con lo cual queda establecida
la maximalidad de F'. (1 < 5) es inmediato. O

Ahora estamos en posicion de regresar a la interpretacién booleana
de las férmulas proposicionales.

TEOREMA 2.30. Sea P un conjunto de letras proposicionales y «
una formula en P. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

1. a es una tautologia,

2. emiste un dalgebra booleana P tal que para toda v : P — P,
v (a) =1p, ¥y

3. para toda dlgebra booleana P y toda V : P — P, V*(a) = 1p.

DEMOSTRACION. (3 = 2) es inmediato.

(2 = 1) Supongamos « no es una tautologia, sea v : P — 2 tal
que v*(a) = 0. Sea P cualquier dlgebra booleana. Consideremos el
homomorfismo ¢ : 2 — P dado por p(0) = 0p y ¢(1) = 1p. De este
modo, w := pov : P — P es una asignacion tal que w*(a) = 0.

(1 = 3) Supongamos que existe un algebra booleana P y una fun-
cién v : P — P tal que v*(a) # 1p. Entonces v*(—a) = v*(a)¢ # Op.
De este modo, el conjunto {v*(—ca)} tiene la pif. Por Teorema del Ul-
trafiltro 2.28 existe un ultrafiltro F' en P tal que v*(—«a) € F. Ahora
definamos w : P — 2 de la siguiente manera: w(P) = 1 si y sélo si
v(P) € F. Se deja como ejercicio demostrar por induccién que para ca-
da férmula 5, w*(5) = 1 si y sélo si v*(5) € F. Asi w es una asignacién
para la cual w(a) = 0, demostrando que « no es tautologia. U

EJERCICIOS 5.

1. Demuestre que las siguientes familias de conjuntos tienen la pif.
Describa al filtro generado por ellos y a su ideal dual.
a) {(a,00) CR:a € R}
b) {A C k: A es cerrado y no acotado}, donde k es un cardi-
nal.
¢) {A CR: A denso y abierto}
d) {AC0,1] : A(A) = 1}, donde A es la medida de Labesgue
sobre [0, 1].
2. Sea ¢ un homomorfismo de algebras booleanas y a y b en el
dominio de ¢. Demuestre que p(a V b) = p(a) V ¢(b) vy que si
a < b entonces p(a) < ¢(b).
Complete la demostracién de la Proposicion 2.15.
Demuestre la proposicion 2.20.
Demuestre la reflexividad y simetria en la Proposicién 2.22.
Demuestre (3) en la proposicién 2.23.
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