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1. Notacidon.

e /—1 es la unidad imaginaria.

° R? c es el traductor
(z,y) «— zxz++V—-1ly==z. ’
. 2 2
—.C C v—1: R* — R
0 -1 T
A Y _127 (.’E,y) — ( 1 0 ) ( y > = (—y,x)
., s C-{0} — C—{0} 1: R?2-{0} — R? — {0}

f una funcién en un abierto de R o C.

e u++/—1v: D C C— C o equivalentemente (u(x,y),v(x,y)) : D C R? — R? es una funcién en un
abierto D que satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Uy = Uy
Uy = —Vg.

Usando el traductor tenemos

u++/—1v
DccC
T T
D c R? R2.

(u,v)



2. La integral de linea y el juego de futbol americano.

Imaginemos el juego de futbol americano en el plano R2.

Figura 1: futbol-americano-clasico.pdf El juego de futbol americano.

Uno de los equipos debe llevar el balén atravesando las lineas verticales {y = cte} C R? en una jugada
descrita por una trayectoria (del balén)

y(t):[0,1] — R2
= (2(t),y()-

Dos axiomas de este juego, relevantes para nosotros, son:

e A cada jugada ~(¢) le corresponde un avance

jugada — avance en R
) coordenada x | [ coordenada x (1)
! de (1) de 7(0) '

e A cada jugada () que sea cerrada, esto es (1) = v(0), le corresponde avance cero.

., Cémo hacer un modelo matematico de lo anterior?
Usando la integral de linea obtenemos

7(t)»—>[ydx:/01 d“;ff).

Para hallar ejemplos mas interesantes usamos

/ A(z,y)dz + B(x,y)dy.

pero...
Contraejemplo. La integral de linea

v — /ydm.
¥

depende de la trayectoria v, no solo de sus puntos extremos, y la anterior aplicacién + es un objeto muy
complicado, pues el espacio de todas las trayectorias {7 : [0,1] — R?} lo es.
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Figura 2: La gréfica de la funcién de avanze v +— fv dx en el juego de futbol americano.

3. El Teorema Fundamental del Calculo en R2.

Recordemos la version en una variable.

Teorema 3.1. Consideramos f(x) : R — R una funcion de clase C°. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.
i) La funcion
Flz):R — R
z — [y flx)ds

estd bien definida, es decir, la integral solo depende de los puntos extremos 0, x € R.

i)
[yf(x)dx =0

para toda curva cerrada 7y : [0,1] — R de clase C* por trozos.
i4i) Existe una funcién F(z) : R — R de clase C*, con

dF(z)
o = @)

El enunciado anterior usa integrales de linea, ello es equivalente a usar la integral de Riemann.
El caso de R? en R requiere nuevos ingredientes:
i) El integrando debe ser una 1-forma diferencial A(x,y)dx + B(z,y)dy.
ii) Debe usarse la integral de linea

F0)=0 y

! X
[ ds s may= [ (a.e) 5 + B0 %2 ) .

ii) La condicién A, = B, en las derivadas parciales de la forma diferencialdebe satisfacerse.
iii) La forma del dominio de la funcién debe ser simple i.e. sin agujeros.

Empezaremos por explorar el caso donde el dominio es R? o un rectangulo abierto (z1,y1) X (22, y2)
en R? o un disco.

Teorema 3.2. Para A(z,y)dr + B(x,y)dy una 1-forma diferencial de clase C' en D, denotando el
plano R? o un rectdngulo abierto o un disco abierto, las siguientes afirmaciones son equivalentes.
i) Para toda trayectoria cerrada v : [0,1] — D, de clase C* por trozos,

/Ada:+de =0.
.



it) Para todo par de trayectorias, a, 8 :[0,1] — D con los mismos extremos
/ Adz + Bdy = / Adx + Bdy.
e! B

iii) Para (xo,y0) € D un punto fijo,

H:D — R

(.y) — o

(o) Al y)dz + B(z,y)dy

es una funcién bien definida de clase C?.
iv) Eriste una funcion H : D — R de clase C? con

dH = H,dr + Hydy = A(z,y)dz + B(z,y)dy.

Ay = B,.
Se dice que Adz + Bdy es cerrada cuando A, = B,.

Demostracion. (i=ii) Consideramos ~ : [0, 1] —> D una trayectoria cerrada. Sean « y 5 dos trayectorias
tales que a((xo,v0)) = B((x0,%0)) ¥ a((z,y)) = B((x,y)). Entonces

f Adx + Bdy = [, Adw-i—de—I—f Adz + Bdy
= [, Adx + Bdy — f_ Adz + Bdy
= [, Adx + Bdy — [ Adx—i—de =0.

(ii = i) Sean av y 8 dos trayectorias que van de (xg,yo) a (x,y) y 7 la trayectoria cerrada que ellas
determinan. Entonces

OZ/Ad£E+de:/AdlE+de7/AdI+de.
vy a B

(ii = iii) De las implicaciones anteriores se sigue que

(z,y)
H(xz,y) = /( Adz + Bdy

Z0,Y0)
estd bien definida. Para probar que es diferenciable basta calcular sus derivadas parciales.

Lema 3.3. Diferenciacion bajo la integral para integrales de linea. Consideremos Adx + Bdx una forma
diferencial en D. Para (x1,y1) € D se tiene que

a (m17y1)+(A1"0)
wl/ Ade+ Bdy )| = Al
(@1,91) (z1,91)
9 (z1,91)+(0,Ay)
" (/ Ada;—i—de) = B((x1,91)) ,
4 (@1,91) (z1,91)

donde se consideran las integrales como funciones de x y y respectivamente.
Demostracion. Basta calcular ambas integrales, por ejemplo para (x1,y;) € D en la primera tenemos:

(z1,91)+(Az,0) (z1+Az,y1)
/ Adzx + Bdy = / Az + Az, y1)dz,
(

Z1,Y0) Z1,Y1

donde Az es una variable en una vecindad de 0 € R. Usando el Teorema Fundamental del Célculo, el
resultado sigue. O



Ya que A, B son de clase C', H es de clase C2.
(iii & iv) Es obvia.
(iv = v) Como H(x,y) es una funcién de clase C? sus derivadas parciales cruzadas coinciden, por lo

tanto
Ay = ny = ny = B,.

(v = iv) Reconstruimos H a partir del conocimiento de sus derivadas parciales A y B, usando la integral
indefinida a lo largo de las lineas y = cte en D, obtenemos

H(z,y)e = Ar,y) = H(zy) = / Alz,y)dz + d(y),

donde ¢(y) es una funcién que sélo depende de y. ¢(y) es la constante de integracién. Asi mismo

H(.T,y)y - B(Q’J,y) = %/A(l',y)dx + dfl;y)7

despejando

d(fl;w = B(z,y) — (% /A(w,y)dx.

A priori no sabemos si d¢(y)/dy sea sélo funcién de y, comprobdndolo podriamos calcular la constante
de integracién (a partir de integrales indefinidas a lo largo de x = cte). Luego,

o(y) =/<B(x,y)—/8{§;’y)dm> dy

H(x,y):/A(x,y)dx+/<B(x,y)—/8‘4§’;’y)dz> dy.

Usando que A, = B, calculamos

Baxdflgjw = % <B(:r,y) - é% /A(x,y)dac> = 83;? 28 Bf;y (/ A(x,y)dx> -

o) O ([ Awate) = B, - A, o

Por lo tanto dé(y)/dy es sélo funcién de y.

(iii = ii) Sea 7 : [a,b] C R — R una trayectoria C* con v(a) = (z9,%0) y 7(b) = (,y). Consideramos
la composicién H o7 : [a,b] C R — R. Usando la regla de la cadena y por el Teorema Fundamental del
Calculo se sigue que

y por lo tanto

b [¢]
H((w,y))—H((ﬂco,yo))=Hoy(b)—Hoy(a):/ W:

a

b d’)/l d"}/g -
A(z(t),y(t))—— + B(z(t),y(t))—— | dt = [ Adz + Bdy.
a dt dt ~
Como 7 es una curva cerrada (zg, yo) = (z,y) y tenemos la conclusién. O
La prueba usual del resultado anterior se vale del:

Teorema 3.4. de Green. Consideramos un ara region elemental R C D una region elemental cuya
frontera es v:[0,1] — D. Si A: R — R y B: R — R son de clase C!, entonces

/Adx—Fde://(@aB—gA) dxdy.
v 2 x Y



Recordemos que una regién es elemental si es de la forma {(z,y) | a <2 < b, v1(z) <y < p2(x)}

(v/o {(z,9) | e <y < d, ha(y) < <iha(y)}), donde 1, @2 (11, P2) son continuas.
El Teorema de Green requiere que R no tenga agujeros. Lo anterior muestra que (v) = (iv), sin embargo,
hemos preferido presentar un argumento mas elemental.

Dada A(z,y)dz+ B(x,y)dy cerrada en un dominio sin agujeros, como el teorema, ella define un juego
de fultbol americano Dos axiomas de este juego son:

e A cada jugada «(¢) le corresponde un avance

jugada — avance en R 2)
V() — H(y(1)) = H(v(0)).

o A cada jugada () que sea cerrada, esto es (1) = v(0) le corresponde avance cero.
. Este juego es parecido a el de dx?

Observacion 3.5. Dicotomia.

1. En vecindades pequerias de punto en D — {A(z,y) = 0 = B(z,y)} el juego es topoldgicamnete como
el de dx.

2. En los lugares donde A(x,y) = 0= B(x,y) el juego no es topoldgicamente como el de dzx.

4. Integracién de 1-formas diferenciales holomorfas.

Dados dos ingredientes
e una funcién f(z) =u++/—1v: D C C — C holomorfa y
e una trayectoria v : [0,1] — D de clase C'! por trozos,
entonces
e la integral definida compleja de su 1-forma holomorfa asociada es el niimero complejo

/ f(2)dz = /(u + V—=1v)(dz 4+ v/ —1dy)
= /(udx\/jludy + v —1lvdz — lvdy) (3)

= </7udxvdy>+\/71(lvdx+udy> eC.

4 Qué significa esto?

Recordando las secciones anteriores, debemos:
e fijar un punto de partida zy € D,
e dejar libre el punto final de las -,
e esperar que D no tenga agujeros y
e esperar que la condicién de cerradura se cumpla para la pareja de 1-formas diferenciales que aparecierén
en la ecuacién ([3)).
Afortunadamente:

Lema 4.1. Dos veces cerrada igual a Cauchy—Riemann. En un abierto D C C son equivalentes
las siguientes afirmaciones.

1. f(2) = u(z) + vV—1v(z) es holomorfa.
2. Las 1-formas diferenciales u(z,y)der —v(x,y)dy y v(x,y)dx + u(x,y)dy son cerradas.

Demostracion. Usando el traductor tenemos



u++v/—1v

DcC C
T T
D CR? R2.

(u,v)
Como f es holomorfa se satisfacen las ecuaciones de Cauchy—Riemann
Uy =Vy , Uy = —Ug.

Por la primera igualdad v(z,y)dz + u(z,y)dy es cerrada.
Por la segunda igualdad u(z,y)dz — v(z,y)dy es cerrada. O

5. Un doble juego de futbol americano.

Dada f(z)dz, con f(z) holomorfa en un dominio sin agujeros D C C, como el teorema, ella define
“un juego de fultbol americano”. Dos axiomas de este juego son:

e A cada jugada ~(¢) le corresponde un avance

jugada — avance en C (4)
) (v(1)) = (7(0)).

e A cada jugada () que sea cerrada, esto es (1) = v(0) le corresponde avance cero.

Ejemplo 5.1. El caso mas sencillo es
f(z)dz = 1d=.

Considera el cdlculo “formal” usando (v/—1)? = —1;

dz := (dx + v —1dy)
=wi + v —1lws.

w1 y wy son 1-formas diferenciales cerradas en R2. Consideramos dos familias de trayectorias.

(X(t) = (.130 +t7y0) B(S) = (3?07340 + S)a
teR seR.

Figura 3: La funcién v — fv dz es un juego de futbol americano con dos colores.



Ahora calculamos

/wl :ta /wl :07
a B
/wz =0, /wg =s.
a B

Con ello hemos definido dos funciones de clase C*°
/w1:R2 — R /UJQ:RQ — R

(=,y) (@,y)
(z,y)  — wy = (z,y) = / wz =Y.
(0,0) (

Definimos dos campos vectoriales reales en R? — {0}:

199 V=19 0

f(z)%zax ’ f(z) 0z 0y

En resumen:
4 =1
dt

|
/7N

U(z) = z.

dz
(5)

En el caso general, consideremos f : D C C — C meromorfa, donde D es abierto y conexo. Estamos
interesados en estudiar la integral indefinida se la 1-forma diferencial meromorfa

\I/(z):/zf(w)dw:DC(C—MC,

donde zp € D es un punto fijo, como ¥(zp) = 0 describimos ahora localmente las imagenes inversas de
R e v—1R bajo F.

Lema 5.2. Brujulas reales e imaginarias. Consideramos f : D C C — C una funciéon meromorfa
y un punto zo € D con f(z) # 0, c0.
Entonces existen dos trayectorias

a(t), B(s): (—e,e) CR— D, con «(0)=p(0) = zo,
de clase C, tinicamente determinadas por las siguientes propiedades:
o(t)
U(a(t)) = flwydw = t eR,

ED)

B(s)
U(B(s)) = / f(w)dw V—1s € /—1R.

Demostracion. Primera prueba usando campos vectoriales y ecuaciones diferenciales.
En coordenadas z = x + +/—1y, supongamos que

fla+V=1y) = u(z,y) + vV-1v(z,y).



Figura 4: Informacién geométrica para integrar: El punto de salida y llegada para ~y. Las direcciones
donde la integral resulta real o imaginaria. Las trayectorias donde la integral es real o imaginaria.

Definimos dos campos vectoriales reales C! en D — {ceros y polos de f}:

1 9 U 0 v 0

f(z 0z W2+020r w2402y
v-10 v 0 u 0

f(z) 0z u2+v2%+u2+v287y'

~—

Aqui la notacién a% es sélo formal, se explicard mas en detalle adelante. Como f(z9) # 0,00, por el
Teorema de Existencia y Unicidad de Soluciones para campos vectoriales C!, existen dos trayectorias
solucién de esos campos que pasan por zg, las denotamos como «(t) y [(s) respectivamente. Se tiene

entonces que
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flz

u 0 v 0
uda:—vdy)( u? +02dr  u?+02dy

—u v
_ _ 1 dt
</0 uu2+v2 uQ—i—vQ)jL </ u2+v2+uu2+v2 )
:/ 1dt+\/—1/ 0dt
0 0

:t7

=] s
B(s)
BGe) v 9 u 0 0 u 0

(udz — vd 2 ) £V A(vde + ud g <z
/ZO (udz vy)<u2+sv28x u2—i—1128y>Jr (vx+uy)( 2402 0z u2+v28y>

u s v u
— v—1 dt
(/0 uu2+v2 vu2+v2>+ (/0 vu2+v2+uu2+v2 )
:/ Ods—i—\/—l/ lds
0 0

— /s,

/a(
[

u 0 v 0

(7)

Segunda prueba usando el teorema de la funcién inversa en R?. La integral indefinida ¥(z) := U(z) +

v/—1V(z) es una aplicacién que envia una vecindad de 7y en una vecindad de 0. Aplicandole en traductor
tenemos

U+ -1V
DccC C
T T
D c R? R2.
(U,Vv)

Aplicando en traductor a la diferencial real y compleja tenemos

U, + V=1V,
DcC——— L(C,C)

T T

D c R?

L(R?,R?).

(4)
donde L(C,C), L(R?,R?) significan las aplicaciones C lineales y R lineales, respectiavemente. Por ello la
diferencial de la aplicacién real es

U, U, U —v
D(U’ V)|($o,y0) = (V V. ) |($0,y0) (v " ) |($0,y0) € L(RQ’RQ)'
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Pero afortunadamente
f@o + V=1yo) = u(wo, yo) + V—1v(z0,%0) = ao + V—1by € C — {0}.

Entonces
detD(U, V)| (zo.50) = ag + b5 # 0.

Por el Teorema de la Funcién Inversa en R?, hay una vecindad de V(x¢,90) C R? tal que
(Ua V) : V(x()»yo) C D — R27 (U7 V)(x()vyo) = (070)7

es invertible y de clase C2. Usando la aplicacién inversa calulada en la parametrizacién de los ejes en R?
la imagen de (U, V') obtenemos las trayectorias deseadas

(U, V)7Ht,0) :=a(t), (U, V)710,s) := B(s).
O

Resumiendo si f(z9)dz, con f(z9) # 0,00, es una 1-forma diferencial holomorfa entonces hay un
“rectangulo” que contiene a zy donde

ve) = [ (w)dw

se ve como un doble juego de futbol americano.

jugada — avance en C
v — ([, udz — vdy) + V=1([, vdz + udy).

L.
<

! )
PN 6¢ N\
Figura 5: Los campos vectoriales proporcionan una intuicién para integrar.

6. Geometria euclidiana.

Nuestro segundo objetivo es obtener a partir de f(z)dz una geometria euclidiana.
Dada f(z)dz = (u+ v/—1v)(dz + v/—1dy), le hemos asociado dos campos vectoriales

1 0 U 1o} v 0

f(z)0z w4020z w2429y
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v-19 v 0 L 0
f(z) 0z u24+020r w4020y’
Observemos que en cada punto de D ambos vectores tienen la misma norma y el segundo vector es
el que resulta de rotar por v/—1 al primer vector.
Si f(z0) # 0, 00, hay una vecindad abierta de zg en D tal que las trayectorias integrales de

19 V=10

f(2) 0z Y 7(2) 0=

son enviadas bajo
4
W) = [ )
(que es un difeomorfismo local en z() a las lineas horizontales y verticales en C cerca de 0, respectivamente.

Para examinar en mas detalle ¥(z) consideremos la siguiente construccién:
Partiendo de zy € D, traslademonos un tiempo ¢ > 0 usando la trayectoria «, definiendo z1 = «(t).
Suponiendo que f(z1) # 0,00 es posible considerar de nuevo dos trayectorias « y 8 por 2.
Traslademonos ahora un tiempo s > 0, siguiendo la trayectoria 8 por z1, llamemos zo = ().
Suponiendo que f(z2) # 0,00 repetimos la construccién usando la correspondiente trayectoria v, pero
considerando el tiempo negativo —t, asi definimos z3 = a(—t).
Finalmente, si f(z3) # 0, 0o, definimos z4 = 8(—s), para la correspondiente 3 por z3.

sHemos regresado al punto de partida, i.e. zg = 247

Para poder garantizar que en efecto la trayectoria se ha cerrado, basta suponer que los tiempos ¢t y s son
suficientemente pequenos.

Lema 6.1. Consideremos f: D C C — C funcion meromorfa con f(zo) # 0,00. Entonces, existen dos
nimeros reales positivos €, 0, para los cuales:

1. Toda trayectoria construida como antes en D para tiempos 0 < t <€, 0 < s < I como antes se cierra,
1.e. 29 = 24.

2. Los campos vectoriales

1 0 vV-10
f(z) 0z Y f(z) 0z
conmutan bajo el corchete de Lie.

Demostracion. Como ¥(z) es localmente una funcién holomorfa y ¥’(0) = f(z) # 0, 00, por el teorema
de la funcién inversa es uno a uno en una vecindad de zy. Por otra parte

U(zg) =t +V—1s —t —/—1s = 0= TV(z),

lo que implica 1. Es bien sabido que 1 y 2 son equivalentes, pues esa es la interpretacién usual cuando
se anula el conmutador de campos vectoriales reales, ver [1] vol. I pdg. 221. Una prueba directa de 2 es
calculando el conmutador,

1 0 /-190

f(2)02" f(2) 0]

Es facil agrupar el resultado de tal forma que dependa de las ecuaciones de Cauchy-Riemann para

1/f(2). O
Dados €, 4 nimeros como antes, denotamos por R C D a cualquier conjunto cerrado delimitado por
V=1 9

dos segmentos de trayectorias integrales de ﬁ% y dos segmentos de trayectorias integrales 7G) 92
como antes. A este tipo de conjuntos los llamaremos rectdngulos. Este nombre se justifica por el siguiente:

Teorema 6.2. De Pitdgoras. En cada rectdngulo R existe una métrica dy, tal que (R,dy) es isométrico
al rectdngulo [0, €] x [0,8] C R? provisto con la métrica euclidiana usual.
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Figura 6: El teorema de Pitdgoras se cumple.

Demostracion. Si| | denota la norma usual de nimeros complejos, definimos la nueva métrica dy en
R como:

di R — RU{0}
(2,2") — df(z,z’):’f,yf(w)dw’=\/t2+52,

para 7y cualquier trayectoria diferenciable por pedazos contenida en R que une z con z’. Donde:
t es el tiempo necesario en trayectorias del campo vectorial ﬁ%,

s es el tiempo necesario en trayectorias del campo vectorial f—v(;)l%,

para trasladarse de z a 2’
La isométria esta definida como

RCQ — [0,¢ x[0,0] C R?
z — (f;o udx — vdy, fzzo vdz + udy)

- (éﬁe (fzzo f(w)dw) ,Sm (fzzo f(w)dw)) ’

donde Re, Im denotan las partes real e imaginaria en cualquier nimero complejo, y zg esta en la frontera
de R como al principio de la seccidn. O

Cada rectdngulo (R, ds) posee de manera natural los siguientes atributos.
e Alto y ancho (dados por € y d respectivamente).

e Dos familias de trayectorias:
las trayectorias horizontales (trayectorias integrales del campo f(lz) %),

F)
las trayectorias verticales (trayectorias integrales del campo }/616%)

Nuestro objetivo ahora es hacer a D — {polos y ceros de f} C C un espacio métrico.

Consideramos «y una trayectoria en D — {polos y ceros de f} de clase C'! por pedazos. Usando la métrica
local de ¥(z) definimos la d¢-longitud de una trayectoria ~ : [0,T] — Q — {polos y ceros de f}, que sea
diferenciable por pedazos; considerando una particién de y en trozos contenidos en rectangulos, midiendo
la longitud de cada trozo usando la métrica del rectdngulo correspondiente (como en el Lema , y
finalmente sumando las longitudes de los trozos para obtener la dg-longitud de ~.
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Corolario 6.3. Para f(z)dz en D meromorfa, existe en D—{polos y ceros de f} una distancia definida
como:

df :D — RU {0}
(21,22) +— inf, {dy — longitud de v},

donde el infimo se considera sobre todas las trayectorias en D — {polos y ceros de f} de clase C* por
pedazos que unen z1 con zs.

Demostracion. Como D puede ser no compacto es necesario tomar el infimo. Para mostrar que dy (21, 22) =
0 siy sélo si z; = 29 se consideran dos casos. Cuando ambos puntos estdn contenidos en un mismo rec-
tangulo el resultado es obvio. Cuando no estan contenidos en un mismo rectdngulo es facil ver que la
distancia entre ambos puntos es positiva, pues la d¢-longitud de cualquier trayectoria (con punto inicial
z1), que sale de un rectdngulo que contiene a z; en su interior es estrictamente positiva. El resto de la
prueba se deja al lector interesado. O

Es también 1til describir la métrica d usando gy una métrica de Riemann C*° en D—{polos y ceros de f}.

Tal métrica de Riemann respecto al marco {6%, a%} tiene como matriz:

u? + v? 0
95 = 0 w? +02 )

Para ella resulta que los campos ﬁ% y f—v(;;% son unitarios y ortogonales entre si.

Corolario 6.4. 1. La curvatura Gaussian de gy es idénticamente cero.
2. Las trayectorias de los campos vectoriales rotados

1 0 1 0 0
V—1¢ _
e ——— = ——|(ucos¢p —vsen¢)— + (—usen ¢ — v cos ¢)—
f(z)0z  u?+0? [( ¢ 2 Oz ( ¢ ?) dy
para todo 0 < ¢ < 2w, son geodésicas de velocidad unitaria para gr. En particular las trayectorias
horizontales y verticales son geodésicas de velocidad unitaria.

Demostracion. Como los campos forman un marco ortonormal y conmutan un resultado bien conocido,
ver [1] vol. IT pdg. 261, establece que la curvatura de esta métrica de Riemann es cero. El mostrar que
son geodésicas es un cdlculo directo usando la conexién Riemanniana asociada. Sin embargo una prueba
elemental utiliza que las imagenes de las trayectorias de

ovTo_1_ 0

f(z) 0z
bajo F son lineas rectas de velocidad unitaria en R?, ver la prueba del Lema de esta observacién el
resultado sigue. 0

En todo lo que sigue utilizaremos sin distincién la métrica dy 6 la métrica de Riemann gy en D —
{polos y ceros de f}.

Dada f una funcién meromorfa nuestro interés es describir més explicitamente la métrica dy en D —
{polos y ceros de f}. Basta observar que cada vez que dos rectangulos en D — {polos y ceros de f} son
adyacentes (esto es su interseccion estd dada por un trozo de trayectoria horizontal o vertical), entonces
podemos decir que ambos estan pegados entre si por una isometria. Por lo que es posible interpretar
esos rectangulos como caras de un poliedro. Es posible escribir

D — {polos y ceros de f} = Ui Ry,

como una coleccién de rectdngulos {R,;} pegados entre si por isometrias entre sus lados. Donde si dos
de ellos se intersectan lo hacen en un trozo de trayectoria. Esto es lo que llamamos un poliedro. Ver [2]
para mayores detalles de esté tipo de construccién desde un punto de vista elemental.

¢ Qué poligonos aparecen para D — {polos y ceros de f} = UyRy,?
Ejercicio. Discute y da pruebas claras para determinar cuando el pegado de dos rectangulos como en
la figura |§| es posible o no, para alguna f(z)dz 1-forma diferencial holomorfa.
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Figura 7: Distintos pegados entre rectangulos; jcuales son posibles para f(z)dz?

Un polo para f(z)dz.

Consideramos el caso més sencillo donde f(z)dz es holomorfa en C — {0} pero f(0) = oo,
d
f(z)dz = ey

z
Considera el célculo “formal” usando (v/—1)% = —1;

L (1> (de + v"Tdy)

z

_ <“’” - ﬁ%) (da + vV=Tdy)

$2+y2 1172+
= d d v—1|—"=d ——d
<x2+y2 m+$2+y2 y>+ ( x2+y2 x+$2+y2 y)

= w1+ V —].w2.

w1 y wa son 1-formas diferenciales reales cerradas en R? — {0}.
Para averiguar si son exactas, consideramos dos familias de trayectorias.
e El semirayo

a(t) = (tcos(bp), tsen(bp)), teR.

e El arco de circulo
B(s) = (cos(s),sen(s)), s € (—m,m).
Ahora calculamos, lo que verifica @ y ,

/wl Zt, /wl :0,
a B

15
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.

Figura 8: Trayectorias que salen de (1,0), un arco de circulo seguido de un semirrayo (ellas son trayectorias
de z% y \/—128%7 respectivamente.

Con ello hemos definido dos funciones de clase C'*°,

/w1 :R* - {(0,0)} — R*
(=,y)

(z,y) wr = In(v/z? +y?)

(1,0)
/wQ:R2—{(xO)|x<O} — (—mm) CR
(z,9)
(x,y) +— / we = arg(x,y).
1,0)
Conviene precisar que
arg :R? —{(z,0) |z <0} — (-m7m)CR
angulo en radianes entre los vectores

(x,y) — (1,0) y (x,y), medido en sentido positivo ,
contrario a las manecillas del reloj

su gréfica es parecida a un helicoide (el lector debe graficarla). En particular, en el primer y cuarto
cuadrante {(z,0) | = > 0} sucede que

arg(x,y) = arctan (y) .
x

arg(z,y) admite una extensién que es C™ en el segundo y tercer cuadrante. La funcién arg(x,y) posee
la siguiente propiedad restringida al circulo unitario. Si consideramos la parametrizacién

v (—mm) — {2?+y? =1} CR?
0 +—  (sen(h),cos(h)),

entonces
argov(0) =0, ~vyoarg(z,y) = (z,y).
En el plano menos el origen y en el plano menos el eje x negativo obtenemos

(1) = (P + ) dlarg(oa) = (2 + ).

$2_|_y2 -772+y $2+y2 x2+y

La segunda diferencial puede calcularse, por el Lema de derivacién bajo el signo de integral de linea.
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)

Figura 9: Juegos de futbol americano para las funciones argumento arg(x,y) y logartimo log/x? + y2.

Definimos dos campos vectoriales reales en R2:

1 2 = xﬁ + y2 radial

f(z) 0z Ox Ay

=10 _ 0,2 t
f(z) 2 == yax l'ay centro .

Tenemos un parametro distinguido

UV:C—{z|x<0} — C
z — In(2) = In(y/22 + y2) +V—1(arg(z,y)).

Lema 7.1. 1. Para % en C — {0} su espacio metrico es isométrico a un cilindro plano S3. x R de
perimetro 2m.

2. Bajo V:
las trayectorias de za% corresponden a los meridianos {0p} x R del cilindro.
las trayectorias de \/—126% corresponden a los paralelos S3_x {po} del cilindro.

Adicionalmente si v : [0,1] — R? — {(0,0)} es una trayectoria cerrada, tenemos que

~(0) ¥ (1) medido en sentido positivo =27 - k.

angulo en radianes descrito por ~ entre los vectores
Y contrario a las manecillas del reloj.

Note que, como 7 es cerrada k € Z.
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Corolario 7.2. Ntmero de vueltas. Si~ : [0,1] — R?>—{0} es cerrada esto es v(0) = v(1), entonces
ntimero de vueltasde v | _ (1 —ydx n xdy c7
alrededor de 0 C\2r et y? a2+ y? '

Demostracion. El nimero de pisos que v sube por la grafica de arg(x,y) coincide con la integral de la
derecha. O

En resumen:

-~

N

U(z) = In(z2).

dz
: (8)
Ejercicio. Describe la integral de ¥ _zldz, grafica sus campos vectoriales, di a que objeto es isométrico

(C,gy)-
Ejercicio. Describe la integral de ﬁ, grafica sus campos vectoriales, di a que objeto es isométrico

(C,dy).

8. Un cero para f(z)dz.

Consideramos el caso mas sencillo donde f(z)dz es holomorfa en C — {0} pero f(0) =0,
f(2)dz = zdz.

Consideramos el cdlculo “formal” usando (/—1)% = —1;

zdz == (z + V—1y) (dz + vV—1dy)
= (zdz — ydy) + V-1 (ydz + zdy)
= w1 + \/j].(JJQ.

w1 y wy son l-formas diferenciales cerradas en R2. Para averiguar si son exactas, consideramos dos
familias de trayectorias e La trayectoria

v:[0,1] — R?
= (2(1),y®)

con (0) = (0,0) y (1) = (z,y).
Ahora calculamos, lo que verifica (6) y (7)),

/wl :t, /w1 :07
p ¥
/OJQ =0, /wz =s.
p v

Con ello hemos definido dos funciones de clase C*°

/w1:R2 — R /w2zR2 — R
(z.y) 1 (z.y)

(LU, y) — w1 = i(x - y2)7 ($7y) — W = Y.
(0,0 (0,0)
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Figura 10: hiperboloide.pdf Juego de futbol americano para la funcién zy.

Claramente obtenemos

1
d <§($2 - y2))> =zdx —ydy , d(zy) = ydz + zdy.
Tenemos un pardametro distinguido

v (Cz — (Ct
z o 222i= (22— y?) + V-1(ay).

Lema 8.1. 1. Para zdz en C— {0} su espacio métrico (C, g¢) resulta ser isométrico al pegado de cuatro
medios planos (dos superiores y dos inferiores) por su frontera

Ui HZ, H? = {z | Im(z) > 0}.

Donde el origen de los medios planos se identifica a un mismo punto el corresponde a 0 € C,.
2. Bajo VU:
19

las trayectorias de - 4. corresponden a las lineas horizontales en los medios planos,

las trayectorias de Vz_l a% corresponden a las lineas verticales en los medios planos.

En efecto, como en figura [11| definimos dos campos vectoriales reales en C — {0}:
1 0 2 0 vy 9
f(2)0z  x24920x a2 +y2 0y

v—1 2 y 0 T 0

- 92 T o0 illa rotada /2.
f(z) 0z m2+312858+:r2+y28y silla rotada 7/

silla

En resumen:
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Figura 11: silla.pdf Trayectorias que salen de (0,0), un arcos de hipérbolas, ellas son trayectorias de 1-2

z Bz
y Z_l %7 verde y rojo respectivamente.

Ejercicio. Describe la integral de v/—1zdz, gréifica sus campos vectoriales, di a que objeto es isométrico
((C’ gf)'

Ejercicio. Describe la integral de (z — 1 — v/—1)dz, gréifica sus campos vectoriales, di a que objeto es
isométrico (C,dy).

Ejercicio. Considera una epiciloide; haciendo rodar un circulo de radio 1/n < 1/3, para n € N, sobre
un circulo de radio 1 con centro en 0. ; Cuantas vueltas da dicha cicloide C(rg) alrededor de cero?.

9. Geometria del residuo.

El residuo de una 1-forma meromorfa f(z)dz en un polo p € D, donde D es el abierto donde f(z) es
meromorfa, se define como

Res(f () = g [ s(e)d

donde v es una trayectoria cerrada que encierra a p dando una vuelta alrededor de p en sentido contrario
al reloj.
Si se escribe f(z) como una serie de potencias convergente en un disco perforado alrrededor de ¢
tenemos
ag al 2
..—l—Z—Q—l—?—i—aO—l—alz—l—agz + ...

El residuo de la 1-forma diferencial asociada es

Res(f(z),p) = %F +—+ +ao+alz+a2z +. )dz.

; it [ et fantor [ matr [ onic..)
—— ...+ | 5dz+ | —dz+ dz + dz + dz+... ).
2w\/jl( [,zQ z > z A/aoz Valzz 7@22 z

ai

2my/—1

10. Formas normales

¢ Cuantas funciones holomorfas esencialmente distintas hay?

Para responder a esto, miramos a las funciones localmente y consideramos cambios de coordenadas,
construyendo lo que se llama las “formas normales”. Las funciones holomorfas son sencillas debido a que
sus formas normales son sencillas.
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D
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Figura 12: Las figuras del renglén superior muestran la métrica de %; el residuo es —1 y las trayectorias
de Re(X) forman un centro de periodos 27. Las figuras del renglén inferior muestran la métrica de
ev *19%; el residuo es eV~ y las trayectorias de Re(X) forman espirales, dando lugar a un pozo y una
fuente.

Teorema 10.1. Consideramos una funcién holomorfa
f(z):C—C

no constante, suponemos sin perdida de generalidad f(0) = 0. Entonces existe un cambio de coordenadas
h(z) tal que
= (foh)(2).

donde n cumple que

df dm) dfn+1
z 0= = gm®=0 gzt 0 70

11. Triangulos y formas racionales con 3 polos.

Ejemplo 11.1. Consideremos

dz
(z = p1)(z — p2)(2 — p3)

w= f(z)dz =

en C y donde los p; son nimeros complejos distintos entre si.
Afirmamos que el espacio métrico (C — {p1,p2,ps3},ds) puede construirse como sigue. Ver figura
Existe T' C C un triangulo euclidiano que tiene como lados a los residuos de w
1 1

le T2:

(2mv/=1)(p2 — p1)(p3s — p1)’ (2mv/=1)(p1 — p2)(p3 — p2)’
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olcle}

Figura 13: resortes.pdf Formas normales para funciones.

1
(2my/=1)(p1 — p3)(p2 — p3)

Si identificamos los tres vértices del tridngulo, obtenemos una superficie homeomorfa a una esfera menos

tres discos abiertos.
Podemos pegar ahora a la frontera de cada disco un cilindro infinito de la forma S|12m=,| x [0,00), de

r3 =

perimetro |27r,|.
Obteniendo una superficie homeomorfa a la esfera de Riemann menos 3 puntos, provista de la estructura
métrica que viene de la métrica plana en el tridngulo y los cilindros.
Los tres puntos correspondientes a las puntas del cilindro provienen de los puntos {a1, as, a3z} en C; que
son los polos de w.
El punto en el que se han identificado los vértices de T' corresponderd al punto al infinito para C que es
un cero de w. Ya que en efecto poemos verificar que tiene un dngulo cénico de 4.

Para describir el campo vectorial

(== 1)z~ p3)(= — o)

consideramos las lineas horizontales en T' C C. Ellas son geodésicas en C e inducen las trayectorias del
campos. Basta considerar esas lineas en el triangulo union los rectangulos y observar que los lados de
los erctangulos estan identificados como dicen los residuos r; € C. Ver figura 77.

Ejemplo 11.2. Ahora consideramos de nuevo w como en el ejemplo anterior pero suponemos que los
tres residuos son reales.

El tridngulo que aparecia antes se degenera a un segmento de recta. La construccion permanece
verdadera y en este caso el campo vectorial asociado posee tres centros como sus trayectorias, ellos
provienen de las lineas horizontales en el interior de cada rectangulo. Ver figura 77

12. Distintas caras de una funciéon meromorfa.

Lema 12.1. En D C C se hay una correspondencia uno a uno entre:

e Formas diferenciales meromorfas:

f(z)dz=.
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Figura 14: El pegado de un triangulo euclidiano y tres bandas de altura infinita, producen topolégica-
mente una esfera menos cuatro puntos. Si uno de los residuos es real; el campo vectorial en la esfera

presenta un centro , un pozo y una fuente.

e Campos vectoriales meromorfos
1

9
f(z) 02

e Poliedros planos D — {polos y ceros de f} con métrica

u? + v? 0
gf= 0 u2+v2 )

provistos de un campo vectoria geodésico unitario

u 0 v 0
u24+029z w4020y

Corolario 12.2. Cada campo vectorial meromorfo

1 0
f(z) 02
determina una pareja de campos vectoriales reales que conmutan:
0 0
Re(X) == v 9 v_9 Sm(X) = v 4

w4020z w4029y’ u? + 02 Oz

u? + 02 gy’
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Figura 15: El pegado de un tridngulo degenerado (con drea cero) y tres bandas de altura infinita, producen
topoldgicamente una esfera menos cuatro puntos. En este caso los tres residuos de w son colineales en
C; el campo vectorial en la esfera presenta tres centros.

Notacién. Por

“trayectorias solucion de X = f(lz) %”
entenderemos

“las trayectorias reales de Re(X) :=
Analogamente por

w 0 _ v O
u24v2 oz u2+v2 gy °

“X = f(z)% =(u+ \/—10)%” entenderemos “Re(X) = u% + vaﬁy”,
ver diagrama .
Es curioso que el Lemma puede interpretarse de tres maneras distintas, como sigue:
Observacién 12.3. Empezando con una 1-forma diferencial meromorfa f(z)dz:
dz _ _1
dat = f(2)
10
/ f(z) 0z \\
z)dz V()= [7 dg .
e () = J7, f(eyae o)
En particular las expresiones compleja reale e imaginaria son
f(2)dz f(lz)% U(z) = [7 f(2)dz
_ u_ 0 —v_ 0 _ (=) _
parte real udz — vdy T os T Wi oy Ulz,y)= [ udr — vdy

parte imaginaria vdzx + udy u2_’|’_v2 8% + u21v2 a% Viz,y) = f(m,y) vdz + udy.
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Observacion 12.4. Empezando con un campo vectorial f(z)%:

&= 1G)

(11)
En particular las expresiones compleja reale e imaginaria son

ye F(2)2 () = [ f(2)dz

d d S} d (z.y) wud d
parte reol et are ugtug Uly) =" 2+ ot

—vdzx udy ., 0 K _ r(®y) —vdx udy
w02 + Py Vaz + uay V(m,y) - f w22 + w2t

parte imaginaria
Observacién 12.5. Empezando con una funcion f(z):

dz 1
dat — ()

1

0
/ f'(z) 0z \

fl(R)dz—"""" f(2).

En particular las expresiones compleja reale e imaginaria son

1 0
parte real UpdT — vy dy o0 4 Yy 0 u(z,y)
z z uz+v? 0z uz+tvy 0y ’
parte imaginaria vydr + uydy u{fvg % + uiivﬁ % v(z,y).

Los diagramas anteriores , y son equivalentes.

A continuacién vamos a construir algunos ejemplos explicitos de la correspondencia. Daremos ejem-
plos de formas diferenciales meromorfas, describiendo a partir de ellas su poliedro asociado y su campo
geodésico.

Ejercicio. Para ¢ = a + /—1b € C — {0}, considera la forma diferencial f(2)dz = (a + /—1b)dz en
D = C. Describe el espacio métrico (C,ds) y el campo vectorial

e 9 b 0
a?+b20x a?+b20y

asi como sus trayectorias.
Ejercicio. Considera f(z)dz = dz/e* en C. Describe el espacio métrico C, dy y las las trayectorias del
campo vectorial

0
e’ cosy— + €* senya
Y

ox
en C.
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13. Geometria euclidiana cerca de polos y ceros.

El campo vectorial

X = ule.y) L+ ola,y) 2

— 2 (M2
= 5y uw)viey) € CRR), (13)

que satisface las ecuaciones de Cauchy—Riemann
Uy = Uy
Uy = —Vg,
U:R? — ({u=0}Nn{v=0}) — R
@) ude —vdy @Y vdz + udy
(z,y) = 5 o
(zo,yo) U TV (zo.y0) U TV

B
hX = oo

admite una caja de flujo global

tal que

Teorema 13.1. Formas normales de campos vectoriales alrededor de un polo, un cero o un
punto regular. Consideremos X = f(z)% definido en una vecindad de 0 € C. Existe un biholomorfismo
local, tal que:

1. Si 0 es un punto reqular de X, entonces €l es equivalente con
0
o¢’
2. 510 es un polo de multiplicidad —r < —1 de X, entonces €l es equivalente con
0

f_rafg-

3. 8i 0 es un cero de multiplicidad 1 de X, entonces €l es equivalente con
0

Algag.

donde \y = %(O) e C—{0}.

4. Si0 es un cero de multiplicidad s > 2 de X, entonces €l es equivalente con

&9
1+ )\25571 35 ’
donde Ay = Res (‘fi—;, z= ()) es el residuo de la 1—forma diferencial meromorfa w = flﬁ) en z =0.

Demostracion. Caso 1. Como 0 es un punto regular de X, es decir, f(0) # 0, entonces existen U C C,
vecindad de 0, tal que no contiene a ningin cero y a ningiin polo de X y un cambio de coordenadas
holomorfo
v:UcC,—VcC (Cg
o flu)
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v

v

Figura 16: Campos vectoriales f (z)% inducidos por las funciones ¥(z) = 2% y ¥(z) = %. ¥ se comporta
topolégicamente como z? la diferencia esta en que en en el primer caso la imagen es un punto regular y
en el sendo caso es .

Bajo este cambio de coordenadas se obtiene

U, (X)= —.
() = 5
Caso 2. Si 0 € C es un polo de multiplicidad —r < —1 para X, entonces existe una vecindad U C C, de
0, tal que no contiene a otro polo o cero de X. Se tiene la igualdad
A
f(z)& =2z G(Z)a,
para z € U — {0} y G : U — C holomorfa con G(0) # 0.

Entonces el cambio de coordenadas local holomorfo ¥ que se desea hallar, debe satisfacer la siguiente
ecuacién diferencial definida en U
P 41 s
(LTS "

dz r+1 G(z)’
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@ ¥k

e

7/?QQ 7AC

Figura 17: lista-singularidades.pdf Lista de ceros y polos para la parte real de los campos vectoriales

f(2)&.

para que ¥, (X) = f”a%. Como ﬁ # 0,00 en U — {0}, entonces existe una funcién holomorfa
H:U — Cq, tal que
dH z"
Pioy= 2.
dz G(z)
Luego H tiene un cero de multiplicidad r + 1 en z = 0, lo cual implica que exista una funcién holomorfa
Hy : U — C¢ con Hy(0) # 0y tal que

z /"rd/fé _ Zr+1

o G(p) r+1

Integrando la ecuacion [14] se tiene que (®(2))" T = 271 Hy(z). Entonces existe Uy C U vecindad de 0,
tal que Hyo(U) C V4, donde Vi C C¢ es una rama adecuada de 2T

H(z) = Hy(z).

Se define la funcién
v.U;, -V C (Cg
2 2 (Ho(2) ™7,

la cual satisface [14} Mds atin ¥(0) = 0y 42(0) = (HO(O))ﬁ = 0, entonces por el teorema de la funcién
inversa, existen vecindades Uy C Uy, Vo C V5 de 0 y ¥(0) respectivamente, tal que

\II:UQC(CZ*)VQC(Cg

2 2 (Ho(2)) 7T |
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es un cambio de coordenadas local holomorfo que satisface

0

\I/*(X) - 677“876'

Caso 3. Si 0 es un cero de multiplicidad 1 para X, entonces existe una vecindad U C C, de 0, tal que no
contiene a ningin otro cero y a ningin polo de X. Adem4s se tiene la igualdad

0
= )\12’G<Z)£,

donde G : U — C es holomorfa con G(0) =1y A\ = %(O) e C—{0}.

0
f(z)a

El cambio de coordenadas local holomorfo ¥ que se desea hallar, debe ser una solucién en U de la
ecuacion diferencial

= , (15)

para que ¥, (X) = )\158%.

Como G(z) es holomorfa en U y G(0) = 1, entonces existe una vecindad U; C U de 0, tal que en
V — ({eje real negativo} U {0}) se tiene la siguiente igualdad

! A
= —+4ay+axz+aszz
2G(z) =z 7P s

Se define la funcién
log(¥(z)) : V — (eje real negativo U {0}) — C¢ — (eje real negativo U {0})
dada por

log(¥(2)) = log z + Hy(2), (16)

donde Hy(z) = > ° n=l

n=1an?

Consideremos ¥(z) la continuacién holomorfa de alguna solucién ®(z) de definida de la siguiente
manera

v Cz — Cf
2 — zeflo®)

donde ¥(0) = 0 y satisface Ademas %(0) = 1, por tanto ¥ es un cambio de coordenadas local
holomorfo.

Caso 4. Si 0 es un cero de multiplicidad s > 2 para X, entonces existe una vecindad U C C, de 0, tal
que no contiene a ninguin otro cero, a ningin polo de X y la 1—forma diferencial meromorfa asociada a
X se escribe en U — {0} de la siguiente manera

dZ b—s b,(sfl)

)~ e T

A
+ot T Gle)

donde Ay = Res (%, z = 0) y G : U — C es una funcién holomorfa.
Consideramos la funcién meromorfa

\IlliUC(CZ—>C€

2 — zeM®)
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se expresa en la coordenada £ como

con h : U — C holomorfa, ¥(0) = 0 y tal que la integral [ ‘25)

f(z
5 4 X log€+ b

con b € C una constante. Luego el campo vectorial meromorfo f (z)% alrededor de 0 € C, se escribe
como

¢ 9
(—s+ 1)+ Xafs"1 9E

Trabajamos con la funciéon holomorfa

\112:C£—>(Cg
1
—-s+1

(s—1) é
)

£r—

1
—s+1°

para alguna (s — 1)—ésima raiz de Luego es fécil ver que

. SERCA W ]
(—s+ 1)+ Xpf5 106 ) 1+ €571 0¢
O

Observacién 13.2. Consideramos un campo vectroial meromorfo X en (C,0), teniendo solo un polo o
un cero en z =0 y residuo A = Res(wx,0).
1. La singularidad es un polo de orden —k < —1 si y solo si la palabra asociada es

H. H.
—

2k+2

2. La singularidad es un cero simple si y sdlo si la palabra asociada es
C  cuando A € iIR—{0}, o

P cuando A € C —R.
3. La singularidad es un cero de orden s > 2, si y sdlo si la palabra asociada es
E...E cuando A€ R, o
_——
25—2
E...EP cuando A € C—R.
—_—
25—2

Contraejemplo. La métrica euclidiana de un cubo (removiendo sus vértices) no proviene de una 1-
forma diferencial meromorfa.

M4s generalmente, la métrica euclidiana de un sélido patonico (removiendo sus vértices) no proviene de
una 1-forma diferencial meromorfa.

Tabla de polos y ceros para w.



U4
e
AN 4
f f
f
U4 P
y / :/F\:
L4 ]
_—
& y r

Figura 18: Trayectorias que salen de (1,0), primero un arco de circulo y luego un semirrayo.

w X \I/:Cz—>(cz

zdz %% %

dz % z

41y aila% a_1lnz
(o) | w1 a=0
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Figura 19: La métrica euclidiana de un cubo no proviene de una 1-forma diferencial meromorfa. La
métrica euclideana de un cono proviene de una l-forma diferencial meromorfa si y solo si el dngulo
cénico en 27k, con k € N.

14. La esfera de Riemann.

Una desventaja de C es que no es un espacio compacto, sin embargo usando variable compleja:
e Hay una manera natural de hacerlo compacto agregando un solo punto al infinito, el nuevo objeto es
llamado C la esfera de Riemann,
e La esfera de Riemann nos permite completar las 1-formas diferenciales meromorfas a toda la esfera,
dicha completacion tiene propiedades simples.

Un atlas para C: Usaremos la identificacién entre R? y C dada por el traductor

R?2 +— C
T1,Ty — z=x1+V—1xs.

i) El conjunto esta formado por las clases de equivalencia

c? — {0}
de manera abreviada R
C =CU{o0},
donde la relacién de equivalencia en C? — {0} es
z= A
(z,w) ~ (¢, w) <= A e C - {0},
w = dw'

ii) La topologia es la heredada bajo la proyeccién
7:C2—{0} — C'=CuU{x}

(z,w) — [z,w]:= %,

esto es U es abierto en C si y sélo si 77 1(U) es abierto en C2 — {0}.
iii) La cubierta abierta en C? = {(z,w)} — {0} es
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iv) Las funciones de coordenadas son
¢1IU1C(C2*{O} — C
z

¢o: U C C2— {0} —>
[(z,w)] +— =

C
w
z Gw] — 2
v) Los cambios de coordenadas son difeomorfismos.

¢207" :C. — {0} — gw*{o}

Z — —=w

drody! :Cu— {0} — C.—{0)
w o— -
z w

= z.
Recordando la identificacién

C—{0} «— R*—{(0,0)}
1
- < ? zzgilxz + \Y4 _1E_x2
z 1 2

2 2
FRECE

los cambios de coordenadas son difeomorfismos (reales) de clase C*°, ver figura

w

Figura 20: Cambio de coordenadas para C la esfera de Riemann

¢r067 1 RE ., — {0} — Ry, —{0}
X1 —x2
(1'1,1‘2) — IE%+CE%’(£%+.’£%) :(ylay2)'
(rbl © ¢2_1 : R’?leg - {0} — R§1m2 - {0}
(y1,92) +—

o yz) — (z1,0)
yi+ys vt + s ’
Lema 14.1. C es variedad de clase C°.

El grupo (bajo la composicién) de difeomorfismos holomorfos de C es como sigue:
GL(2,C)
PSL(2,C) = ———~ AeC—-H{0
( ) ) )\Id { }7
donde la relacion de equivalencia es
(25) ~(0h) = (2h) =022 AeC - {o}.

Ello lo requerimos pues hay matrices en una misma clase; aunque distintas como matrices inducen la
misma aplicaciéon holomorfa en la esfera de Riemann. En efecto, la matriz A = (‘Cl g) € PSL(2,C), donde
A es un representante, entonces A es un difeomorfismo de (E, como muestra el diagrama.
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A
Cc? — {0} C% - {0}
T J s
C C.
A
En coordenadas C, tal funcién es
A:C, — C,
az+b
z o —,
cz+d

que resulta una transformacion de Mébius.

Lema 14.2. La esfera usual S* = {(z,y,2) | 2 + y* + 22 = 1} C R® y la esfera de Riemann C son
variedades difeomorfas de clase C*°.

Demostracion. Basta definir la aplicacién g : S? — C tal que envia un punto (z,y, 2) en la esfera a el
niimero complejo que se obtiene al hacer proyeccién estereogréfica de (z,y, x) desde el polo (1,0,0) € 52,
y g envia (1,0,0) a co € C. O

Proposicién 14.3. Meromorfo es equivalente con racional en C.
1. Toda funcién meromorfa de C a C es racional.

2. Toda 1-forma diferencial meromorfa sobre C es racional.

8. Todo campo vectorial meromorfo sobre C es racional.

Demostracion. Sea {(U;, ;) | i = 1,2} la estructura compleja en @, dada en el Ejemplo 777
Como C es compacto, entonces F' tiene a lo méds un nimero finito de polos y ceros, lo mismo sucede para
campos vectoriales meromorfos o formas diferenciales meromorfas, no idénticamente cero.

Para cada uno de los incisos suponga primero que co € C es punto regular para F', para n y para X
respectivamente. Esto es, suponga que todos los polos y todos los ceros de F', de n o de X, se encuentran
en la parte finita U; de C, ya que en caso contrario existe una transformacion de Mdebius L : C —

@, tal que L(oo) es punto regular para F, L.(n) y L«(X) con L ({polos y ceros de Fen ((A:}) c Uy,

respectivamente.

1. Sea F' : C — C una funcién meromorfa.

Sea F'(z) la expresién de F' en la coordenada z en C,.

Sea {p1,...,pr} el conjunto de todos los polos de F(z) con multiplicidades

—mi,—ma,..., —Myp

conmg >0, parak =1,...,7y D(pr,ex) = {2€C, | ||z —prl <ex} con e >0, para k =1,...,7,
discos con centro en pj con la propiedad de que no contienen a ningun otro polo distinto de p; y ningin
cero de F(z) (pues los ceros y los polos de F' son aislados).

Sea Ap, = D(p1, €1)—{p1} un anillo alrededor de p;. Desarrollando en series de Laurent a F'(z) alrededor
de p1 en A,,, se tiene la siguiente expresién para F'(z):

bl mi bl mi—1 bll
: : 4+ — 1+ F(z
G—p)m (= pyym o TR

F(z)=

con Fi(z) holomorfa en D(p1,€1) pero con polos en C, — D(py, €1).
Sea Ap, = D(p2, €2)—{p2} un anillo alrededor de p,. Desarrollando en series de Laurent a F (z) alrededor
de ps en A,,, se tiene la siguiente expresién para F(z):

b m b mo— b
2,m2 2,mo—1 L+ 2,1 +F2(Z),

Fi(z) = + ..
1G) = Ty G e p——

donde Fy(z) es holomorfa en D(p1,€1) U D(pa, €3) pero con polos en

(Cz - (D(plael) U D(p2762))'
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Continuando con este proceso, se tiene que F(z) puede escribirse en C, de la siguiente manera:
Para k=1,2,...,n, sea

br,m bie,mp—1 bi1
W& = T T et T T o

Entonces -
F(z)=Hy(2)+ Ho(2) + ...+ Hy(2) + Fr1(2)

con Fnﬂ(z) holomorfa en todo C, y de hecho Fnﬂ(z) definida como

Fn+1 :@ — C
z — F(z)—zzlek(z)

es holomorfa sobre la esfera de Riemann C.

Se afirma que F,,11(2) es constante. En efecto, suponga que F,,(z) no es constante, entonces por el
teorema de la funcién abierta (ver [18], Capitulo 8, pag. 256), F,11(2) es una funcién abierta. Entonces
Fn+1(@) es compacto y por lo tanto es cerrado en C, pero como C es conexo se tiene que necesariamente

F,H_l(@) = C, lo cual es una contradiccién, puesto que C no es compacto.

Por lo tanto F},,1(z) es una funcién constante. Luego un calculo sencillo muestra que F(z) es racional,
en las cartas (U1, 1) v (Uz2,12) que cubren a C.

2. Sea n = {h(2)dz} en C, con multiplicidades —my, —mag, ..., —m, y my > 0.

Procediendo de manera similar como en el inciso (1), se tiene que h(z)dz se puede escribir en C, de la
siguiente manera:

(27p1)7n1 prl)mlfl z—p1

h(z)dz = ( b1,my + ( b1,mq—1 +.+ b1,1 +

b2, mo
(z—p2)™

_ +(zb2*m2*1 LN B

—p2)m271 z—p2

G=pa)™m + Gmpa) T =pn

bn,nLn + ( bn,nLnfl + . + bn,l + Fn+1(2)>dz,

donde F,;(z) es holomorfa en todo C..
Agrupando y realizando el dlgebra correspondiente, h(z)dz se escribe de la siguiente manera:

- Q(z)
h(Z)dZ = ((Z _ pl)ml (Z _p2)m2 ce (Z - pn)

—+ Fn+1(z)> dz

Q(z) es un polinomio de grado a lo mas my +mg + ... +m, — 1.

Ahora bien, para poder concluir que 7 es una 1-forma diferencial racional, basta con probar que su
expresién h(z)dz lo es, esto es, si h(z)dz es racional en C,, de manera inmediata la expresién de 7 en la
coordenada w es racional (ver Observacién 1.2.2).

En efecto, como F},41(z) es holomorfa en C, entonces tiene un desarrollo (infinito) en series de potencias:

Fn+1(z) = Za,,z”.
v=0

Para ver que h(z)dz es racional, basta con probar que F,y1(z) es un polinomio, es decir que su grado es
finito. }
Si el grado de F,11(z) no fuese finito, entonces la expresién de z en la coordenada w es:

w w n

- )
—h (5)dw = —Jz((lpl)ml(iii?la.(lp yr (i))dw

Z10(L)wmitmat . mp =2 )
= (o) T S > auw™ ) dw.
(=p1)™1...(=pn)™n (wf—) r(w ) w' =0

P1 T pn
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Entonces el sumando:
oo
E a,w” ",
v=0

indica que w = 0 es una singularidad esencial para —1/w?h(1/w)dw y ademds es claro que el factor
—1/w?, no destruye la singularidad esencial en el sumando > - a,w™".

Entonces oo serfa una singularidad esencial para h(z)dz, lo cual es una contraccién con la hipétesis del
principio, de que oo es un punto regular para n. Por lo tanto ﬁ‘n+1(z) es un polinomio. Si el grado de
Fn+1(2) es estrictamente positivo entonces oo serfa un polo para h(z)dz, lo cual contradice la hipétesis,
entonces Fy,11(z) es constante para todo z € C,.

Por lo tanto, un célculo sencillo muestra que h(z)dz es racional.

3. Sea X = {f(z)%} un campo vectorial meromorfo sobre C.

Por el inciso (2), se tiene que la 1-forma diferencial meromorfa {dz/f(z)} asociada a X es racional.

Luego un célculo sencillo muestra que X es racional en C. O

Lema 14.4. 1. Sea F': C — C una funcion meromorfa.

La multiplicidad de un cero o de un polo de F, es independiente de la expresion de F' en cualquier carta
coordenada. R

2. Sea n = {h(z)dz} una 1-forma diferencial meromorfa sobre C.

La multiplicidad de un cero o de un polo de n, es independiente de la expresion de n en cualquier carta
coordenada. R

3. Sea X = {f(z)%} un campo vectorial meromorfo sobre C.

La multiplicidad de un cero o de un polo de X, es independiente de la expresion de X en cualquier carta
coordenada.

Demostracion. Sea {(U;, ;) | i = 1,2} la estructura compleja en C dada en el Ejemplo (1.1.1).
1. Sea ¢ € C un cero (o un polo) de F.
Sea F(z) = F o1~!(z) la expresién de F en la coordenada z y suponga que 9(c) = c es un cero (o un

polo) de multiplicidad s > 1 (respectivamente —r < —1). Se desea mostrar que 3(c) = 1/c es un cero
(o un polo), para la expresién

F (1) — Foy (W),

W

de la funcién F' en la coordenada w, de multiplicidad s > 1 (respectivamente —r < —1).
En efecto, como 9(c) = ¢ es un cero de multiplicidad s para F(z) entonces

F(z) = (= ¢)°H(z), (17)

donde H(c) # 0.
Entonces sustituyendo z = 1/w en la igualdad , se obtiene lo siguiente:

F(5) =G -9 H(Z)

= (l—c)sff(w),

w

(18)

donde H (w) = (—¢)*H(1/w)/w?".

Por lo tanto de la igualdad , se tiene que Y2 = 1/c es un cero de multiplicidad s para F(1/w).
Substituyendo s = —r en las igualdades y (L8]), se obtiene el resultado para el caso en que ¢ es un
polo.

Por lo tanto la multiplicidad de un cero o de un polo de F', es independiente de la carta coordenada en
que se exprese la funcién F.

2. Sea ¢ un cero (o un polo) distinto de cero de 7.

Sea h(z)dz la expresién de n en la coordenada z y suponga que 91(c) = ¢ es un cero de multiplicidad
s > 1 (respectivamente —r < —1). Se desea mostrar que ¥2(c) = 1/c es un cero (o un polo), para la
expresién de i en la coordenada w de multiplicidad s (respectivamente —r).

En efecto, como 11 (¢) = ¢ es un cero de multiplicidad s para h(z)dz, entonces

h(z)dz = (z — ¢)°h1(2)dz,
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donde hq(z) es una funcién racional con hi(c) # 0 e oo.
Bajo el cambio de coordenadas 121 (2), se tiene la 1-forma diferencial meromorfa

(t1)s(h(2)d2) = —3h (1) e

w

tiene un cero (o un polo) en ¥2(c) = 1/c y se afirma que es de multiplicidad s (respectivamente —r).
En efecto, se tiene la igualdad:

h(5) =Z(E -9 h(5)dw
. (19)
= (w—3) (),
donde ( )+1 , (1)
~ —1)57T4¢* =
h(w) =
Entonces

hy (1) = (=1)"t1e2 2 (o),

donde hi(c) # 0 e oco.

Entonces de la igualdad (19), se obtiene que ¢2(c) = 1/c es un cero de multiplicidad s para (—1/w?)h(1/w)dw.
Tomando s = —r en la igualdad , se obtiene el resultado para el caso en que ¢ es un polo.

En el caso cuando ¢ = 0 es un cero (o polo) para h(z)dz, el resultado se obtiene de manera similar al
caso ¢ # 0 con la particularidad de que se utiliza inicamente la carta (Uy,1), pues la tinica que cubre a

¢ = 0. Por lo tanto la multiplicidad de un cero o de un polo de 7 es independiente de la carta coordenada

en que se exprese 7.

3. Para el caso de campos vectoriales meromorfos, basta considerar la 1-forma diferencial meromorfa
{dz/f(z)} sobre C, para obtener lo pedido. O

Se define para una funcién, para una 1-forma diferencial meromorfa y para un campo vectorial meromor-
fo, las suma total de multiplicidades de ceros y la suma total de multiplicidades de polos de la funcién,
de la 1-forma diferencial meromorfa o del campo vectorial meromorfo en cuestion, sobre C, como C' y
P respectivamente, donde C' es un entero positivo y P es un entero negativo.

Teorema 14.5. 1. Sea F': C — C una funcion meromorfa, entonces
C(F)+ P(F)=0.
2. Sea X un campo vectorial meromorfo sobre ((Aj, entonces
C(X)+ P(X)=2.
3. Sean: C — C una 1-forma diferencial meromorfa sobre ((Aj, entonces
C(n) + P(n) = 2.
Demostracion. Para el inciso (1), la expresion de F en la coordenada local z es igual a:

2" + p_12" V. a1z +ag

F =
(2) b 2™ 4 byp_12m L+ bz + b

donde a,, y b, son distintos de cero, m, n € N y el numerador no tiene factores en comun con el
denominador.

Se tiene que en la coordenada z, P(F) = —m y C(F) = n. Se quiere mostrar que 0 en la coordenada
w (correspondiente a oo en C,) es un cero de multiplicidad m — n o un polo de multiplicidad —(n —m)



para F.
En efecto,
(L . an(%)"ﬂzn_l(%)"_1+..,+a1(%)+ao
(5) - 1\m 1\ym-1 1
b (2) " +bm—1 (L) +.4b1 (L) +bo
_ W™ ( antan_1wt..taiw” ' agw”
T w™ \bmFbm_iwt.biwm T I bow™
Puesto que
Ay + Q1w + ...+ aqw" " + agw™ (0) = ay,
by + b—1w 4 ...+ bwm—L 4 bow™ b’
entonces

a) Si m > n, implica que 0 es un cero de multiplicidad m — n, por lo tanto:
C(F)+P(F)=n+(m—mn)+(-m) =0.
b) Si m < n, implica que 0 es un polo de multiplicidad —(n — m), por lo tanto:
C(F)+P(F)=n—m—(n—m)=0.
c¢) Sin = m, el resultado es trivial e co es un punto regular (no cero y no polo) para F.
Para el inciso (2), la expresién de X en la coordenada z es:

1) 0 An2" + ap_12" P+ ... Farz+ag O
2) = = —
0z bpz™ +bp_12m L+ 4+ bz + by Oz

donde a,, b, # 0, m,n € N y el numerador no tiene factores en comtn con el denominador.
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Se tiene que en la coordenada z, P(X) = —m y C(X) = n. Se quiere mostrar que 0 correspondiente a

la coordenada w es un cero de multiplicidad m — n + 2 o un polo de multiplicidad —(n — m — 2).

En efecto, considere la siguiente igualdad:

(L) 2 = _wz(an( )"+an1(;)”1+,..+a1(5)+a0> 5

1
bm(%)erbm—l(%)m_lererl(%)+b0 o

—1
antan_1wt..faw" T Fagw”™

6}
= wmn (bm+b7n71w+“'+b1MM/_l+b0w"1) -

Puesto que

Ay, + Gpw + ...+ a1 + agw™ (
b + 1w + ... F bpw™ L+ bow™

entonces

a) Si m+ 2 > n, implica que 0 es un cero de multiplicidad m + 2 — n, por lo tanto:

CX)+PX)=n+(m—-n+2)+(—m)=2.
b) Sim + 2 < n, implica que 0 es un polo de multiplicidad —(n —m — 2), por lo tanto:
CX)+PX)=n—-m—(n—m—2)=2.
¢) Sin=m+ 2, el resultado es trivial e co es un punto regular (no cero y no polo) para X.

Por un proceso similar se obtiene el resultado para el inciso (3).
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15. Transformaciones de Moebius y campos vectoriales.

El grupo de todos los difeomorfismos holomorfos de la esfera de Riemann son las transformaciones

de Moebius
az+b

+d

Como grupo de Lie posee un algebra de Lie compleja

PSL(Z,(C)—{ZH |ad—bc7é0,a7b,c,d€(C}

psl(2,C),
que intuitivamente es el espacio vectorial de todos los campos vectoriales sobre la esfera C que describen

infinitesimalmente las transformaciones de Mooebius (siguiendo las ideas de S. Lie). Esa algebra es
isomorfa a los campos holomorfos polinomiales de grado menor o igual a dos,

psl(2,C) = {)\(z —p1)(z —pg)% | aparecen 0, 1 02 p, € (A:} ,

ver [13]. Con ello tenemos que los flujos reales de cada X como antes, nos proporciona un subgrupo a
un parametro real de transformaciones de Moebius.

Figura 21: Los flujos reales de campos holomorfos en la esfera de Riemann, tienen asociados a grupos
monoparamétricos de transformaciones de Moebius.
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Para la prueba de la tabla ver [I§].

flujo conjugado por
campo trans formaciones puntos
vectorial de Moebius fijos en C
teR
eliptica
\/—71023@ z s eVl 2
hiperbdlica
26@ zs ety 2
lozodrémica
A2 2 ez, Re(N) >0 2
parabdlica
z2% z—=z4+1 1

Observacion 15.1. Un campo racional
P(z) 0
Q(z) 0z

tiene un flujo por transformaciones continuas de la esfera C si y solo si es un campo polinomial de grado
a lo mds 2.

en C

Ejercicio. Describe las métricas de Riemann para X € psl((2, C).

Ejercicio. Describe las transformaciones de Moebius del los campos siguientes, dibuja sus trayectorias
en las esfera C, calcula sus puntos fijos.

i) (z — JTI)Q%

i) (z — V=D (z +vV-1)Z.

iii) 2v/=1(z — v-1)(z + vV=1)Z.

16. Geometria euclidiana global: Gauss—Bonnet y Poincaré—
Hopf

Recordemos que el indice de Poincaré—Hopf en ¢ de un campo vectorial real fe(X) que proviene de
un campo holomorfos, X (z) en un disco y que se anula solamente en el origen B(q,r)\{q}, es el nimero
de vueltas de la aplicacién de Gauss

&:S5r — St
Re(X(¢(1)))
[Re(X ()]

Esto es, ((t) : [0,27] — S; parametriza un circulo de radio pequenio € > 0 con centro en el punto g,
dando exatamente una vuelta en direccién contraria al reloj. La aplicacion de Gauss considera el vector
Re(X (¢(t))) y lo normaliza a que tenga norma uno. El nimero de veces que dicho vector normalizado
da en el circulo unitario S*; el el indice de Poincaré-Hopf, ver figura
Denotamos el indice de Poincaré—Hopf de X en ¢ como PH(X,q).

En particular PH(X,q) = 0 si y s6lo si ¢ es un punto regular de X, esto es ¢ es un punto donde X
no se anula y es holomorfo.

Ahora estendemos este concepto al caso meromorfos. Suponemos que el punto 0 es un polo o cero de
un campo meromorfo X es una vecindad de un disco de dicho 0. Sea
e el nimero de sectores elipticos de Re(X),

h el ndmero de sectores hipérbolicos de Re(x),
sectores consdierados en el punto 0.
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>6 J \x/ 4 2

Figura 22: Partiendo de X = \/—128@ se calcula la imagen &(X(((t))) ella da una vuelta +1 en el

z
circulo S'. Para X = %8% la vuelta es negativa —1.

La siguiente afirmacién (1) muestra que es posible calcular el indice de Poincaré-Hopf de un campo
vectorial en un punto singular ¢ sabiendo el tipo de sectores centrados en 0, este resultado generaliza la
férmula clasica de I.Bendixon.

Teorema 16.1. Poincaré—Hopf local y global.
1. Sea un campo vectorial meromorfos sobre un disco abierto (C,0) con 0 un punto singular aislado.
Entonces el indice de Poincaré-Hopf de X en 0 es

e—h

PH(X,0) := PH(Re(X))1 + ——. (20)

PH(Re(X),0) = PH(Sm(X),0).

3. Consideremos X un campo vectorial meromorfo sobre la esfera de Riemann C, entonces

2=x(C) =Y PH(Re(X),q). (21)

qE@

Demostracion. Para un campo meromorfo X en la esfera de Riemann (E, su numero total de ceros y
polos contados con multiplicidad C'(X), P(X), cumplen que

C(X) + P(X) =2.
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Basta observar que

multiplicidad indice de
de polo o cero | Poincaré-Hopf
de X de Re(X)
2 2
1 1
0 0
-1 1
-2 -2

17. Campos vectoriales polinomiales.

Ejemplo 17.1. Consideremos la 1-forma diferencial racional
dz
(z=p1)- (2 —ps)

f(2)dz =

donde {p1,...,ps} son las raices quintas de la unidad, esto es p® = 1.
La métrica de Riemann esta dada por un pentagono, ver figura 23]

Figura 23: El pegado de un pentagono euclidiano y cinco bandas de altura infinita, producen topolégica-
mente una esfera menos cinco puntos. El flujo del campo polinomial puede leerse como lineas horizontales
en el pentagono y los cilindros adyacentes.

Ejercicio. Calcula el indice de Poincaré—Hopf de los polos y ceros del campo vectorial de grado cinco,

asociado al ejemplo anterior.
Verifica que la suma total C'(X) + P(X) = 2.

18. Apendice 1. Ecuaciones diferenciales en R.

La ecuacion diferencial con condicién inicial
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% = f(t) f(t) de clase C°(R,R),
x(to) = wo,

posee una solucién unica, gracias al Teorema Fundamental del Célculo. En contraste, la ecuacion dife-
rencial con condicién inicial

C(% = f(z) f(z) declase C1(R,R),
x(tg) = 2o

requiere mas trabajo. La situacién es como sigue

existencia y
f de clase ! —— unicidad de

/ soluciones
dx
T

existencia de

lucion er
f declase C© — SOTICIONES Pero

no siempre
unicidad
Ella posee tres objetos asociados
e ¢l campo vectorial f(a:)%,
e la 1-forma diferencial dz/f(z), y
e la integral indefinida ¥(z) = f;o %.
Mismos que se organizan en el diagrama
t = @)
/ f(x)% \
dz_ — [T _dE
7@ V@)=L, 70 -

En consecuencia, para la condicién inicial x(tg) = z¢ la ecuacién (23) posee una solucién tnica

ZC('L') : ICRy — R,

x si f(xo) =0
Lo {‘I’Ol(t—to) S ) £0.

Ello ha requerido el Teorema Fundamental del Célculo (para hallar ¥) y el Teorema de la Funcién
Inversa (para hallar U~1).
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° » dx _
19. La ecuacién 5 = f(t).
La ecuacién diferencial ordinaria més sencilla, es como sigue.

Teorema 19.1. Consideramos un intervalo abierto I C Ry. La solucion de la ecuacion diferencial con
condicicon inicial

d
i f(@) f(t) declase C°(I C Ry, R,),
dt
(22)
SL’(to) = X, <t0,$0> el x Rx,
existe y es unica. Ella es

t [y F(E)dE + xo,
de clase C'.

Ejemplo 19.2. La ecuacién diferencial

dzr t si t>0 0
{ b s t<0 f(t) declase C°(R,R),

%tz—i—xo si t>0

—3t?+ay si t<0.
Ejemplo 19.3. La ecuacién diferencial

dr _ 1 si t>0
dt | =1 si t<0

no satisface que f(t) sea C° en o = 0, pero admite soluciones. La solucién para x(0) = zq es
x(t) = [t| + o.

Observacién 19.4. Si z(t) : I — R es una solucion de una ecuacién diferencial de la forma (22),
entonces todas las trayectorias en la familia

{z(t)+21: I — R |21 €R}

también son soluciones de dicha ecuacion.

20. La ecuacién % = f(z).

Consideramos en un intervalo abierto D C R, la ecuacién diferencial ordinaria con condicién inicial

dz = f(x) f(x) declase C*(D C R,,R),
dt (23)

l’(to) ) (to,xo) €eR x D.
Para cada condicién incial (¢g,zo) deseamos hallar una trayectoria
x(t): I CRy — D C Ry,

tal que satisfaga 7 i.€e.

= () v alt) = 0.



Ejemplo 20.1. Las siguientes ecuaciones diferenciales de la forma , con sus soluciones,

dw _, dr _
dt a "
z(0) =1 y z(0) =1
z(t)=t+1 z(t) = et

son muy distintas cualitativamente entre si.

21. Ejemplos.

Notacion.
te Ry es el tiempo o la variable independiente de (23)),
x €D CeR, esel estado o la variable dependiente de (23)).

Ejemplo 21.1. Consideramos la ecuacion diferencial

dz

> R—

7 Az s {0}
z(to) = zo.

La solucién para xg = 0 es z(t) = 0, que expresada como trayectoria es

z(t): Ry — R,
t — xo.

La solucién para g # 0 se obtiene como sigue
dx T de¢ ¢ x
—=dt < —= [ dr & In|—|=At—1).
A L5 o = w(E)=r-w

() Z a0 o zoer®—0),

Ahora se despeja z,

Expresada como trayectoria es
z(t) Ry — R,
t — xg eMt—to)

Ejemplo 21.2. Consideramos la ecuacién diferencial

dx 9
E =X
I’(to) = Xp.

La solucién para 2o = 0 es z(t) = 0.
La solucién para xy # 0 se obtiene como sigue

d “d ¢ 11
C_dt e /éZ/dT & ———=t—t,.
x o 6 to Zo z
Si g > 0, despejando x y expresandola como trayectoria es

x(t) : (—o0, % +t) CRy, — R,
b= 1—(tgi[)to)mo )

La solucién escapa a © = +o0o para t™ = Iio + tg. El caso zg < 0 es andlogo.
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Ejemplo 21.3. Consideramos la ecuacién diferencial

dr 1
dt =«
{L‘(to) = Xp.

La solucién para xy = 0 carece de sentido.
La solucién para g # 0 se obtiene como sigue

N

T

T t
xdr=dt < / §d§:/ dr & ——
o to 2

Si g > 0, despejando x y expresandola como trayectoria

[ S

=1t —to.

sr:(t):(?fo—ﬁ ) CR — R,

2
t — \2(t—to) + 3.

La solucién escapa a z = 0 para tT = ﬁ + tg. El caso zg < 0 es andlogo.

Ejemplo 21.4. Consideramos la ecuacién diferencial

d.T - 2/3
E =X
{E(to) = X0-

Una solucién para zo = 0 es z(t) = 0, pero existen mds soluciones como se muestra a continuacién.
La solucién para xy # 0 se obtiene como sigue

T to
2By =dt = / 5*2/3dg:/ dr & 323 321 =t—t,.
o t

Finalmente, despejando = tenemos

z(t) : (—o0,00) CRy — Ry
t %

Para la condicién inicial 2(0) = 0 no hay solucién dnica

son soluciones para esa condicion inicial.

Ejemplo 21.5. Consideramos la ecuacién diferencial

dr |
E - \/Ev
{E(to) = Xo-

Para g = 0 y to € R hay tres soluciones, que son las siguientes z(t) = 0,

z(t): (—o0, T)CR, — Ry

t — .
(3)*(t—to)? si te(0,7)
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z(t): (o0, T)CRy — R,
0 si ¢

N
o

t —> .
—(3) (t—ty)? si te(0,T).

La no unicidad se debe a que fOE ‘i—jg es finita para todo € € RT.

22. Campo vectorial asociado.

A una ecuacién diferencial % = f(z) como en (23) se le asocian tres objetos.

e Un campo vectorial que asigna a cada punto z un vector tangente a R, basado en dicho punto z.

Esto es
DcCcR, — TR,
0
x — (x)%
vector tangente f(x) a R,
en palabras; puntox { basado en il punég x)

Conviene recordar que % es el vector unitario basado en x que apunta en la direccién positiva de

la variable z. Por ello f(z) % debe entenderse como una combinacién lineal de ese vector que varia
de forma C' cuando z varfa en D.

e Una 1-forma diferencial de tiempo

dr

w=—— declase C' en D — {f(z) =0} C R,.
i {f(x) =0}
La 1-forma evaluada en el campo vectorial f (ac)a% cumple que

o(105) = 15 (f05:) =1

U(z): D—{f(z)=0}CcR, — R

e La integral indefinida

— S
x —.
zo f(6)
Resumiendo, obtenemos el diagrama
% = f@)
/ f(x)% \
_dz_ — [* _dE_
@) V() = oy 7 - 3)

Teorema 22.1. Consideramos un intervalo abierto D C R,. La solucion de la ecuacion diferencial con
condicion inicial p
d—x = f(x) f(z) de clase C*(D C R,,R),
! (2)
x(to) = o (to,z0) € Ry x D,



48

existe y es unica.
Las soluciones asumen dos posibilidades

z(t):ICcCRy — DCR,

x si f(zg)=0

b= { \Ifo—l(t —to)  si f(xﬁ) £ 0,

donde s 4
t— to = \Il(x) = ﬁg)

y el tamario del intervalo I depende de xy y f(x).

23. Prueba de la existencia de soluciones.

Prueba de la existencia de soluciones Teorema [22.1]
Caso 1. Si f(z¢) = 0, entonces
x(t) : Rt — Rm

t — xo
es la solucion.
Caso 2. Si f(xg) # 0, partimos de
Ay
f(z) '

Imponiendo las condiciones iniciales
T dé— /t
— = dr.
xo f(g) to

Por el Teorema Fundamental del Calculo, la integral indefinida

U(z)= | - =t—t,
D=1, 5@
existe y es de clase C? en D — {f(x) = 0}. Usando que ¥’(zo) = % # 0, por el Teorema de la Funcién
Inversa hay un intervalo abierto
t,tT) C Ry —c0 <t <ty <tt < +oo

méximo en tamaro, que contiene a tg = U(zp) y donde existe la funcién inversa

vl I=0t "t CcR — R,
t o— Ut —tg).

Ella es la solucién buscada.
El intervalo (t7,¢%) depende de zg, la notacién no expresa esa dependencia. O

Corolario 23.1. Para la ecuacidn diferencial y un intervalo cerrado [xg,x1] C D tal que f(x) no
se anula en [xg,x1], se cumple que

Tod§ [ tiempo que requiere una solucion
w0 T { de z(t) para ir de xog a 1 €R—{0} %)
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24. Apendice 2. Campos vectoriales y 1-formas diferenciales en
R2.

Consideraremos a R2 como espacio vectorial real de dimensién dos con la base usual

0 0
612(1,0)2% , 62:(0,1):a—y.

Con ello cada vector de R? puede escribirse como (ag, by) = a0£ + bga%.
El espacio vectorial dual de R? es

(Rz)* = {WO ‘R 5 R | wo es R-lineal }7

el cual resulta ser un espacio vectorial real de dimensién 2 cuya bese es la denominada base dual, {dz, dy}

definida como
0 0
() =1 a(z) =0

0 0
e (ay)—o "y(ay)—l'

Con ello todo wy € (R?)* puede escribirse como una combinacién lineal
Agdx + Bydy
de la base. Como aplicacion lineal es
wo = Aodx 4+ Body : R? — R

0 0
(ao, bo) 756 + bo=— —— Agag + Bobg.

— 0% By

Lo anterior es

0 0 0 0 0 0
(Aodz + Body) <a08$ + bo@y) = agApdzr (836) + agBody (ax) + by Apdx <3m> + boBody <8y>

= agAo + by Bo.
Conviene observar que wp es también una matriz
R2 — R
(%%)H%(%B@(ﬁ):%%+%&.

Ahora trabajamos sobre los planos tangentes a R2. Para cada p = (x,y) € R? definimos el plano
tangente a R? en p como

T,R* = {(p, (a0,b0)) | (ao,bo) € R?}.

Este es un espacio vectorial real de dimensiéon dos con las operaciones

(p, (a0, b0)) + (p, (a1,b1)) = (p, (a0 + a1, by + b1))
A(p; (a0, o)) = (p, (Aao, Abg)).

El haz tangente a R? es la coleccién de planos tangentes

TR? := | JT,R?
p
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Un campo vectorial de clase C", r € {0,1,...,00,w}, es una funcién que asigna a cada punto p =
(x,y) € D un vector tangente a R?, esto es

X:DcCR? - TR?
0 0
p=(z,y) — a(w,y)% + b(x,y)afy

donde a,b : D — R son funciones de clase C".
El dual del haz cotangente a R? es la coleccién de espacios duales de los planos tangentes a R2, esto

(TR?)" = | J (T,R?)".

Una 1-forma diferencial de clase C", r € {0, 1, ...,00,w} asigna a cada punto p € D un elemento del
dual al espacio tangente a R2, esto es

es

w:D CR? — (TR?)"
p = (z,y) = A(z,y)dr + B(z,y)dy

donde A, B : D — R son funciones de clase C".
Al evaluar w en (xg,yo) obtenemos una funcién lineal

w((xO’yO)) = T(:ro,yo)]R2 - R

El niicleo o kernel de w((xg, o)), denotado por nicleo(w((xo,y0))) es el espacio vectorial

L((x0,0)) = niicleo(w((wo,0))) = {(a0, bo) € T,R* | w((z0,30))(a0, bo) = 0}.

L((z0,y0)) = T,R? si'y sélo si w((z0,90)) = A(wo, yo)dz + B(xo, yo)dy = Odx + 0dy y

dim (L(w((zo,y0)))) = 1 st y sélo si w((zo,y0)) = A(zo,yo)dz + B(zo,yo)dy # Odx + 0dy.

El niicleo de una 1-forma diferencial asigna a cada punto (zg,10) € R? el subespacio vectorial en
T(zo,40)R? definido por el niicleo de dicha 1-forma diferencial evaluada en (zo, o)

nacleo : Q C R2 —s TR?
(20, yo) — ntcleo(Adx + Bdy)
= {((z0,%0), (a,0)) € T,R* | A(wo,y0)a+ B(wo.y0)b = 0}

Son sinénimos los siguientes conceptos:
A(z,y)dz + B(z,y)dy = 0, la 1-forma diferencial igualada a cero, Up L(w(p)) la distribucién de w,

esto es la coleccién de sus niicleos en TR2.
Dado un punto (o, yo) y un vector (ag, bo) € Tz, ,y0)R? en L(w((z0,y0))) observamos que w((zo, y0))(ao, bo) =
A(xo,y0)ao + B(xo,y0)bo = 0 si y sblo si

bo _ A(zo,0)

ag B(xo,y0)

lo cual es equivalente a
ap B(o,%0)

% - A($07y0)'

Por lo anterior es verdadero convenir que los siguientes son equivalentes:
1) A(z,y)dz + B(z,y)dy = 0,
ii) dy _ _ Azy)
dx B(z,y)’
dz _ _ B(zy)
i) & = 5
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La evaluacién o contracciéon de una 1-forma diferencial w y un campo vectorial X es la funciéon

wX):R? >R
)

(x,y) — (Adz + Bdy) (aé)ax + b5'y> = (Aa + Bb)(z,y).

Un campo vectorial X apunta en la direccién del nicleo de una 1-forma diferencial si y sélo si

esto es, la funcién de evaluar w en X es idénticamente cero.

25. Apendice 3. Nota histérica.

e N. H. Abel y B. Riemann clasificaron las 1-formas meromorfas; llamando
de primera clase o especie a las que son holomorfas,
de segunda clase o especie a las que presentan polos con residuos cero,
de tercera clase o especie a las que presentan polos con residuos no cero.

Una descripcién en leguaje moderno incluyendo los resultados que ellos construyeron, puede leerse en [§]
pag. 628-629.

e F. Klein describio geométricamente las integrales de 1-formas meromorfas, la descripcién de los
campos asociados Re(X) es clara e implicita en sus trabajos, ver [15].

o La idea de estudiar las métrica euclidiana g y sus geodédsicas como una forma de entender a f(2)dz,
aparecio explicitamente en lo que hoy se llama la teor’ia de las diferenciales cuadraticas meromorfas en
superficies de Riemann. Una monografia donde se describe los problemas de superficies de Riemann que
dieron lugar a esta teorfa es la de J. Jenkins [16]. Otro trabajo modeno que adopta este punto de vista
es debida a K. Strebel [29].
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